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Journal de Mathématiques pures et appliquées , Tome II, p. ig3-205; 1837 . 


Dans les applications de l’analyse à la Géométrie, à la Physique, à 
l’Astronomie... deux sortes de questions se présentent à résoudre, et 
il s’agit ï°de trouver les lois générales des figures et des phénomènes, 
c’est-à-dire la forme générale des équations qui existent entre les 
diverses variables, par exemple, entre les coordonnées des courbes et 
des surfaces, entre les vitesses, les temps, les espaces parcourus par 
les mobiles, etc. ; 2>° de fixer en nombres les valeurs des paramètres 
ou constantes arbitraires qui entrent dans l’expression de ces mêmes 
lois, c’est-àrdirc les valeurs des coefficients inconnus que renferment 
les équations trouvées. Parmi les variables on distingue ordinairement, 
comme l’on sait, celles qui peuvent varier indépendamment les unes 
des autres, et que l’on nomme pour cette raison variables indépen¬ 
dantes, d’avec celles qui s’en déduisent par la résolution des diverses 
équations, et qui se nomment fonctions des variables indépendantes. 
Considérons en particulier une de ces fonctions, et supposons qu’elle 
se déduise des variables indépendantes par une équation ou formule 
qui renferme un certain nombre de coefficients. Un pareil nombre 
d’observations ou d’expériences, dont chacune fournira une valeur 

(!) Ce Mémoire a élé aulographié en septembre i835 et envoyé à cette époque à 
l’Académie des Sciences. On l’imprime ici pour la première fois, du consentement de 
l’auteur. (J. L.) 



pourra obtenir sans difficulté de nouvelles valeurs de la fonction 
correspondantes à de nouveaux systèmes de valeurs des variables indé¬ 
pendantes, et résoudre ainsi ce qu'on appelle le problème de l’inter¬ 
polation. Par exemple, si l’ordonnée d’une courbe se trouve exprimée 
en fonction de l’abscisse par une équation qui renferme trois para¬ 
mètres, il suffira de connaître trois points de la courbe, c’est-à-dire 
trois valeurs particulières de l’ordonnée correspondantes à trois valeurs 
particulières de l’abscisse, pour déterminer les trois paramètres; et, 
cette détermination effectuée, on pourra sans peine tracer la courbe 
par points en calculant les coordonnées d’un nombre aussi grand que 
l’on voudra de nouveaux points situés sur les arcs de cette courbe 
compris entre les points donnés. Ainsi, envisagé dans toute son étendue, 
le problème de l’interpolation consiste à déterminer les coefficients ou 
constantes arbitraires que renferme l’expression des lois générales des 
figures ou des phénomènes, d’après un nombre au moins égal de 
points donnés, ou d’observations, ou d’expériences. Dans une foule de 
questions les constantes arbitraires entrent au premier degré seulement 
dans les équations qui les renferment. C’est précisément ce qui arrive 
lorsqu’une fonction est développable en une série convergente ordonnée 
suivant les puissances ascendantes ou descendantes d’une variable 
indépendante, ou bien encore suivant les sinus ou cosinus des multiples 
d’un même arc. Alors il s’agit de déterminer les coefficients de ceux 
des termes de la série que l’on ne peut négliger sans avoir à craindre 
qu’il en résulte une erreur sensible dans les valeurs de la fonction. 
Dans le petit nombre de formules qui ont été proposées pour cet objet, 
on doit distinguer une formule tirée du calcul des différences finies, 
mais applicable seulement au cas où les diverses valeurs de la variable 
indépendante sont équidifférentes entre elles, et la formule de Lagrange 
applicable, quelles que soient ces valeurs, à des séries ordonnées 
suivant les puissances ascendantes de la variable indépendante. Toute- 



fois cette dernière formule elle-même se complique de plus en plus à 
mesure que Ton veut conserver dans le développement de la fonction 
en série un plus grand nombre de termes; et ce qu’il y a de plus 
fâcheux, c’est que les valeurs approchées des divers ordres correspon¬ 
dantes aux divers cas où l’on conserverait dans la série un seul terme, 
puis deux termes, puis trois termes... s’obtiennent par des calculs à 
peu près indépendants les uns des autres, en sorte que chaque nouvelle 
approximation, loin d’être rendue facile par celles qui la précèdent, 
demande au contraire plus de temps et de travail. Frappé de ces incon¬ 
vénients, et conduit par mes recherches sur la dispersion de la lumière 
à m’occuper de nouveau du problème de l’interpolation, j’ai eu le 
bonheur de rencontrer pour la solution de ce problème une nouvelle 
formule qui, sous le double rapport de la certitude des résultats et de 
la facilité avec laquelle on les obtient, me paraît avoir sur les autres 
formules des avantages tellement incontestables, que je ne doute guère 
qu’elle ne soit bientôt d’un usage générai parmi les personnes adonnées 
à la culture des sciences physiques et mathématiques. 

Pour donner une idée de cette formule, je suppose qu’une fonction 
de æ, représentée par y, soit développable en une série convergente 
ordonnée suivant les puissances ascendantes ou descendantes de x, ou 
bien encore suivant les sinus ou cosinus des arcs multiples de x, ou 
même plus généralement suivant d’autres fonctions de x que je repré¬ 
senterai par 

<?(•») = "* = +(•*) = «’, 
en sorte qu’on ait 

(i) y ■=. a a -4- bv + c(v + .... 

a, b, c, .... désignant des coefficients constants. Il s’agit de savoir, 
i° combien de termes on doit conserver dans le second membre de 
l’équation (i) pour obtenir une valeur de y suffisamment approchée, 
dont la différence avec la valeur exacte soit insensible et comparable 
aux erreurs que comportent les observations; 2 0 de fixer en nombres 
les coefficients des termes conservés, ou, ce qui revient au même, de 
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trouver la valeur approchée dont nous venons de parler. Les données 
du problème sont un nombre suffisamment grand de valeurs de y 
représentées par 

J'i i J’üi • • • 1 y ni 


et correspondantes à un pareil nombre n de valeurs de x représentées 
par x x , x-j, .... x n , par conséquent aussi à un pareil nombre de 
valeurs de chacune des fonctions u, r, «•% . . ., valeurs que je repré¬ 
senterai de même par 

U,, rt'.y ■ ■ ■ K il 


pour la fonction u, par 


r 


n 


pour la fonction v, etc. Ainsi, pour résoudre le problème, on aura 
entre les coefficients inconnus a , b, c , ..les n équations du premier 
degré 

)'] nz (xu | H— hv j -j- cw | --I-. . . , 

™ (fil* ~4” —J— fHVo ”h" ■ * ■ i 

y n — + hî'n “H* •+■. - . > 

qui, si l’on désigne par i Tun quelconque des nombres entiers 

i, 2, . . ., n , 



se trouveront toutes comprises dans la formule générale 

(3) fi — au,- 1- bt’c-h 6'n’/-+-.... 

On effectuera la première approximation en négligeant les coefficients 
b, c, ..., ou, ce qui revient au même, en réduisant la série à son 
premier terme. Alors la valeur générale approchée de y sera 

( 4 ) y —au\ 

et, pour déterminer le coefficient a, on aura le système des équations 

(5) y, —au,, y.,—au», ... y n =au n . 

Les diverses valeurs de a crue bon peut déduire de ces éauations éô') 
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considérées chacune à part, ou combinées entre elles, seraient toutes 
précisément égales si les valeurs particulières dey, que nous suppo¬ 
sons données par l'observation, étaient rigoureusement exactes. Mais 
il n’en est pas ainsi dans la pratique ou les observations comportent 
des erreurs renfermées entre certaines limites; et alors il importe de 
combiner entre elles les équations (5) de manière que, dans les cas les 
plus défavorables, l’influence exercée sur la valeur du coefficients par 

les erreurs commises sur les valeurs de , y 2 . y n soit la moindre 

possible. Or, les diverses combinaisons que l’on peu! faire des équa¬ 
tions (5) pour en tirer une nouvelle équation du premier degré, par 
rapport à a, fournissent toutes des valeurs de a comprises dans la 
formule générale 

, -I- k'-tYo ■+ • • • + k/!,)'/! 

( b ) a - -y- - , 

que l’on obtient en ajoutant membre à membre les équations (5) après 
les avoir respectivement multipliées par des facteurs constants 
k 2 , . . ., h n . Il y a plus; comme la valeur de a déterminée par l’équa¬ 
tion (6) ne varie pas quand on fait varier simultanément les facteurs k { , 
k a , . . ., k n dans le meme rapport, il est clair que parmi ces facteurs, le 
plus grand (abstraction faite du signe) peut toujours être censé réduit 
à l’unité. Remarquons enfin que, si l’on nomme 

£l. t s , • : • , 

les erreurs respectivement commises dans les observations sur les 
valeurs de 

ri, jü, •••, Vi«, 

la formule précédente (6) fournira pour a une valeur approchée, dont 
la différence avec la véritable sera 

, \ £l ~L koZ‘2 + ■ . . -+- k n £ n 

ii\ -+- ko u.o . ■. -+- k, L n n 


Il faut maintenant choisir k,, k a , .. k n de telle sorte que dans les 



Représentons par 


S Ui 

la somme des diverses valeurs numériques de c’est-à-dire ce que 
devient le polynôme 

«i ± «i ^.- r - U n 

quand on y dispose de chaque signe de manière à rendre chaque 
terme positif. Représentons par Se,- non la somme des valeurs numé¬ 
riques e l5 e Q , . . e„, mais ce que devient la somme Su,-, quand on y 

remplace chaque valeur de u ( par la valeur correspondante de £,-. Si 
l’on réduit à H- t ou à — i chacun des coefficients b u b*, . . ., b n , en 
choisissant les signes de manière que, dans le dénominateur de la 
fraction 

b 'i £i -+- A-o£, -4- . . . b n c„ 
b\ u i h- /c-> Un —t- . . . -|— b n U.,, 

tous les termes soient positifs, cette frac!ion sera réduite à 

(8) . |^i 

S Mi 

et elle offrira une valeur numérique tout au plus égale au rapport 

E 

sü t ' 

si l’on désigne par E la somme des valeurs numériques de £,-, ou, ce 
qui revient au même, la valeur numérique de Se,- dans le cas le plus 
défavorable. D'autre part, en attribuant à b i} b. 2) . . ., b n des valeurs 
inégales dont la plus grande (abstraction faite des signes) soit l'unité, 
on obtiendra pour dénominateur de la fraction une quantité dont la 
valeur numérique sera évidemment inférieure à S u„ tandis que la 
valeur numérique du numérateur pourra s'élever jusqu'à la limite E; 
ce qui arrivera effectivement si les erreurs s 4 , s 2 , • • s„ sont toutes 
nulles, à l’exception de celle qui sera multipliée par un facteur égal, 
au signe près, à l'unité. Il en résulte que la plus grande erreur à 
craindre sur la valeur de a déterminée par la formule 



sera la moindre possible si Ton pose généralement 

= ±i, 

en choisissant les signes de manière que dans le polynôme 

/fi U \ + k-> U» -f ... •+- k n u n 


tous les termes soient positifs. Alors cette formule donnera 


1 9 I 


„ Sy, 
' S 


Sjr, étant ce que devient la somme S ii; quand on y remplace chaque 
valeur de par la valeur correspondante de y,-, et réquation y = au 
deviendra 

(10) 

Si l’on fait pour abréger 

(ni 

on aura simplement 
(12) 

Si l’on supposait généralement u — 1, l’équation y = au, réduite à 

y 

exprimerait que la valeur dey est constante; et comme on aurait alors 

a. 1 


■>'=sirk n - 


S Ut 


y = oc S J'/. 


la formule y = aSy,- donnerait 


Donc alors 011 devrait prendre pour valeur approchée dey la moyenne 
arithmétique entre les valeurs observées; et la plus grande erreur à 
craindre serait plus petite pour cette valeur approchée que pour toute 
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autre. Cette propriété des moyennes arithmétiques, jointe à la facilité 
avec laquelle on les calcule, justifie complètement l’usage où l’on est 
de leur accorder la préférence dans l’évaluation des constantes arbi¬ 
traires qui peuvent être déterminées directement par l’observation. 

Soit maintenant Ay le reste qui doit compléter la valeur approchée 
de y fournie par l’équation 
(r?,) rr-aSv,-, 

en sorte qu’on ai( 

(i3) v xSy, -s- Ai. 

Posons de même 

(i/l) r a S r, -h A i> y w — jcSw,-h Air, .... 

On tirera de la formule y, — au, cm,--f- 

(i5) cS • • '« 

puis de cette dernière, multipliée par a, et soustraite de l’équation (i), 

06 ) A y — b At’ -+- c A w -t-.. .. 

Soient d’ailleurs a,-, Ay f -, A(>,-, Aty-.ce que deviennent les 

valeurs de a, A y, Ae, Au 1 , . . ., tirées des équations (i i), (i 3 ) et (i 4 ), 
quand on y remplace x par x it i étant l’un des nombres entiers i, 
2, Si les valeurs de 

Ay u A/, .... A y„ 

sont très petites, et comparables aux erreurs que comportent les 
observations, il sera inutile de procéder à une seconde approximation, 
et l’on pourra s’en tenir à la valeur approchée de y fournie par l’équa¬ 
tion y==aSy,-. Si le contraire a lieu, il suffira, pour obtenir une 
approximation nouvelle, d’opérer sur la formule (16) qui donne 
Ay =.bAv . . ., comme dans la première approximation l’on a opéré 
sur la formule (i) v = au -i-. . . . 
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ia somme des valeurs numériques de Ae,-, et par 

S'Aji, S'A w f , ... 

les polynômes dans lesquels se change la somme S'Ap,- quand on y 
remplace chaque valeur de Ae t - par la valeur correspondante de Aou 
de A w { , ... ; soit enfin 


si l’on peut, sans erreur sensible, négliger dans la série (i) le coeffi¬ 
cient c du troisième terme et ceux des termes suivants, on devra 
prendre pour valeur approchée de A y 

( 18 ) Aj^êS'Ay,. 

Soit Ale reste du second ordre qui doit compléter cette valeur 
approchée, et faisons en conséquence 

(19) Ar —- êS' A j/H- A‘-y. 

Posons de même 

(20) àw ~ êS' A w t -h A 2 w, .. . ; 

on tirera successivement, de la formule (16), 

(21) Aj/~ b Ah- c A Wi -\-. •.. 

(22) S'A y t — bS' àvi-h cS' A vv,-i-... ; 

puis cette dernière, multipliée par 6 J et retranchée de l’équation (16), 

( 23 ) A 2 j — c A 2 w -+-.... 

Soient d’ailleurs A ~y ; , A 2 ^, . . ., ce que deviennent les valeurs 
de 6, A -y, A 2 u->, .. ., tirées des équations (19), (19) et (20), quand 011 
y remplace x par x h i étant l’un des nombres entiers 1,2, . . ., n. Si 
les valeurs de 

A s /i, A 2 j 2 , ..., A -y n 


sont très nef.it.es et. comnarables aux erreurs nue comDor ent ,s obser- 



Ton pourra s’en tenir à la valeur approchée de A y fournie par l’équa¬ 
tion (18). Si le contraire a lieu, il suffira, pour obtenir une troisième 
approximation, d’opérer sur la formule ( 23 ) qui donne AV, comme 
l’on a opéré dans la première approximation sur la formule (i). En 
continuant de la sorte, on obtiendra la règle suivante : 

L’inconnue y, fonction de la variable x, étant supposée dévelop¬ 
pable en une série convergente 

^ i j mi “H ôv —H chv -4“ . . . 

où u, e, or, . . ., représentent des fonctions données de la même 
variable, si l’on connaît n valeurs particulières de y correspondantes 
à n valeurs particulières 

ac u a? s , x n 

de x, si d’ailleurs on nomme i l’un quelconque des nombres entiers i, 
2, . . .. n, et y h u h v h . . ., ce que deviennent y, u, v, . . ., quand on 
y remplace x par x t ; alors, pour obtenir la valeur générale de y avec 
une approximation suffisante, on déterminera d’abord le coefficient a 
à l’aide de la formule 

(II) u=. olSui, 

dans laquelle S ui désigne la somme des valeurs numériques de et 
la différence du premier ordre A y à l’aide de la formule 

(III) y — a Sfi h- A y. ' 

Si les valeurs particulières de A y, représentées par A y u A y . 2 .A y n , 

sont comparables aux erreurs d’observation, on pourra négliger A y et 
réduire la valeur approchée de y à 

aSjKi. 

Dans le cas contraire, on déterminera 6 à l’aide des formules 

(IV) vz=z aSr;-4- Ap, Ap = êS'Ar,, 

S'A Vi étant la somme des valeurs numériques de Ac,, et la différence 



du second ordre A 2 y à l’aide de la formule 

(V) Ar — S S'A y -4- A 2 /. 

Si les valeurs particulières de A 2 y, représentées par Ay t , A 2 y,..., A 2 y n , 
sont comparables aux erreurs d’observation, l’on pourra négliger A 2 y 
et réduire en conséquence la valeur approchée dey à oaS'Ay,. 

Dans le cas contraire, on déterminera y par les formules 

(VI) vv — a S vv,-h- A tr, A w — 6S'A W/-h A 2 »>, A‘- tv — y S" A 2 «y, 

S"A 2 uy étant la somme des valeurs numériques de A 2 uy, et la diffé¬ 
rence du troisième ordre A 3 y par la formule 

( VII ) A 2 y = y S" A 2 yj -h A 3 y, .... 

Ainsi, en définitive, en supposant les coefficients a, 6 J , y, . . ., déter¬ 
minés par le système de ces équations, etc., on devra calculer les 
différences des divers ordres représentées par 

A y, A -y, A 3 y, .... 

ou plutôt leurs valeurs particulières correspondantes aux valeurs ay, 
x o, .. ., x n de la variable x, jusqu’à ce que Ton parvienne à une diffé¬ 
rence dont les valeurs particulières soient comparables aux erreurs 
d’observation. Alors il suffira d’égaler à zéro la valeur de cette diffé¬ 
rence tirée du système des équations (III), (V), (VII), ..., pour 
obtenir avec une approximation suffisante la valeur de y. Cette valeur 
générale sera donc 

y = aSy/, ou y = aSy,-f- êS' Ay f , ou etc., 

suivant que l’on pourra, sans erreur sensible, réduire la série à son 
premier terme, ou à ses deux premiers termes.... Donc, si bon 
nomme m le nombre des termes conservés, le problème de l’inter¬ 
polation sera résolu par la formule 

y — oc Syj-|- 6 S'A y*-h y S" A 2 y/-f-.. ., 
le second membre étant prolongé jusqu’au terme qui renferme A 



Il est bon d’observer que des formules précédentes on tire non 
seulement 

Sa, - 1 ; Sê/— o, S'<5/=:i: Sy,—o, S'y/— o, S' r y/= i, 

mais encore 

S à c-' ; = o ; SAw*=:o, SA 2 w f —o, S'A 2 Wi=o, 

et 

S Aj';— o; SA^j^o, S-A 2 j/— a; 

S A 3 fi= o, S' à. 3 fi = Q, S" A 3 //— o, .... 

Ces dernières formules sont autant d’équations de condition auxquelles 
doivent satisfaire les valeurs particulières de a, 6 , y, .. ., ainsi que 
celles des différences des divers ordres de u, c, w, . . ., y; et il en 
résulte qu’on ne peut commettre dans le calcul de ces valeurs parti¬ 
culières aucune erreur de chiffres sans en être averti par le seul fait 
que les équations de condition cessent d’être vérifiées. 

En résumé, les avantages des nouvelles formules d’interpolation 
sont les suivants : 

i° Elles s’appliquent aux développements en séries, quelle que soit 
la loi suivant laquelle les différents termes se déduisent les uns des 
autres, et quelles que soient les valeurs équidifférentes ou non de la 
variable indépendante. 

2° Les nouvelles formules sont d’une applicrtion très facile, surtout 
quand on emploie les logarithmes pour le calcul des rapports a, 6 , y, ..., 
et des produits de ces rapports par les sommes des diverses valeurs 
des fonctions ou de leurs différences. Alors, en effet, toutes les opéra¬ 
tions se réduisent à des additions ou à des soustractions. 

3 ° A l’aide de nos formules les approximations successives s’exé¬ 
cutent avec une facilité de plus en plus grande, attendu que les diffé¬ 
rences des divers ordres vont généralement en diminuant. 

4 ° Nos formules permettent d’introduire à la fois dans le calcul les 
nombres fournis par toutes les observations données, et d’augmenter 
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ainsi l'exactitude des résultats en faisant concourir à ce but un très 
grand nombre d’expériences. 

5" Elles offrent encore cet avantage, qu’à chaque approximation 
nouvelle, les valeurs qu’elles fournissent pour les coefficients a, b,c ,..., 
sont précisément celles pour lesquelles la plus grande erreur à craindre 
est la moindre possible. 

<>" Nos formules indiquent d’elies-mèmes le moment où le calcul 
doit s’arrèler, en fournissant alors des différences comparables aux 
e r r e u r s d ’ o b s e r v a t i o n. 

■ÿ" Enfin les quantités qu’elles déterminent satisfont à des équations 
de condition qui ne permettent pas de commettre la plus légère faute 
de calcul, sans que l’on s’en aperçoive presque immédiatement. 

On trouvera dans les nouveaux exercices de mathématiques de 
nombreuses applications de nos formules d’interpolation. 



NOTE 

SUR LA VARIATION DES CONSTANTES ARBITRAIRES 
DANS LES PROBLÈMES DE MÉCANIQUE (*) 

Journal de Mathématiques pures et appliquées , Tome H, p. 406-412; 1837. 

J. Soient données, entre la variable t, n fonctions de t désignées 
par x, y, z, . .., et n autres fonctions de t désignées par u, e, w, . .., 
2 n équations diJfércntielles du premier ordre et de la forme 


dx 

dQ 


d,q 

dz 

dQ 

dl 

du ’ 

dl ~ 

du ’ 

dl. ~ 

dw ’ 

du 

r/Q 

du 

<> 

dw 

<) 

'Ut. ~ 

dx ’ 

dl ~~ 

" 'fr 

1U ~ 

dz ’ 


Q représentant une fonction de x, y, z, . .., u, c, w, . . ., t. On pourra 
supposer les inconnues x, y, s, . . ., a, v, <p>.exprimées en fonc¬ 

tion de L et de ni constantes arbitraires a, b, c, ... ; et l’on aura, dans 
cette hypothèse, 

ri() _ di) (h; d() dy dQ du 

da dx du 1 dy du * 1 du du ^ ’ 

par conséquent 


dQ 

du dx 

du dy 

du 

du 

du 

dt da 

dl du 

‘ ' " l_ TU 

da 

on 

trouvera de 

meme 



d.Q 

du. dx 

du dy 

dx 

du 

db 

dl db 

dl db 

’-^lü 

db 


/1 \ n.,\ 


\ • -i 



Si de la seconde des équations (2), diiïerentiéc par rapport à la quan¬ 
tité a, on retranche la premièredifférentiée par rapporta b, on obtien¬ 
dra la suivante 

/ 3 \ cl [ ci , b ] 

<3) = 

la valeur de [ a , b ] étant 

. r . .. ..._ dx du d.r du dy dv dy dv 

1 ’ da db db du da db db du ^ ’ 

puis, en intégrant l’équation ( 3 ), on trouvera 

(5) I «, b | zzz COIlSl. 

Donc, les quantités représentées par les symboles [< 7 , 6], \_a, c], 

\b, cj, seront indépendantes de t. Observons d’ailleurs qu’en 
vertu de la formule (4), on aura généralement 

[a, «|~o el [a,b \~—| b % a\. 


Soient maintenant 


A — u., J \ = b, C —r, 

les intégrales générales des équations (1), A, H, C, . . . désignant des 
fonctions déterminées des seules variables x , y, z, . . ., u, c, ne, . . ., l. 
Faisons de plus 

. _ d\ d\\ d\ r/lî d\ d\\ d/\ d\l 

" ’ dx du du du: ' dy dy dy dy 

on aura encore 

(A, A)=», (A, li)=-(B, A). 

D’ailleurs, si, dans l’équation qui déterminer; en fonction dort, b, c, 
l, on substitue A, b, C, . . . au lieu de a, b, c, . . ., on obtiendra une 
formule identique, qui, diiïérentiée successivement par rapport à x, 
y, z, . .., u, ... donnera 


dx dA dx d\i 
da dx db dx 


dx dk dx d\ y > 
da dy db dy 


(8) 1 


* * ) 


O “ .. 
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et, si l’on ajoute outre elles les valeurs de (A, A), (A, 11), (A, C). • ■ • 
respectivement multipliées par <"■ O’ouvera, en ayant 

équrd aux formules (8), 


(H) 


(A, A)^ + (A, R)^ + (A, C)l: + 

mi trouvera, de. môme, 

(a, a o. 


éÔ/. ? 


r/\ 

7/c 


(ilc. 


Pareillement, si l'on aj.mle mitre elles les valeurs de (A, A), (A, 11), 


(A, G), 


( 10 ) 


respectivement multipliées par ^ y^'"’ 1,11 lrill "‘ !1 ' a 




on aura do môme 

da ' clb 




: 7 /./; ’ 

d.i\ 

dy ’ 


etc. 


D’autre part, si 
mules (6) par r; 
dorant x, y, -, • 
on en tirera 


l’on diü'érentio sueeessivement la première des lor- 
ipport à chacune des quantités a, b, c, . . . en cousi- 
. ., u, c, u*, . .. comme des lonctions de a, b, c, ..., t, 


_ d\ dx dk dy __ „ -i-..., 

J ~ Th: 7/7 _l ' dy du “ ■ " du da 

dk tir. 

°—dæ db + ‘"' ° dx de 


Gela posé, si l'on combine par voie d’addition les tWmules(()) cl(io), 

après avoir multiplié respectivement les tormules (9) par — — y { -y 

dw 1 i-... 01 t 1 ivera, en avant 
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DANS LES PROBLÈMES DE MÉCANIQUE, 
égard à la première des équations (i i), 

(A, A)[ u : a] -h- (A, ]>)[ a , b ]h- (A, C)| a. r.-] — i ; 

on aura, de meme, 

(A, I>)[è, u\ + (A, B)[ A b ] 4- (A, C)\b, c] -i- . . .== o. 

(A, A ) [ c, ^ 1 -l- ( A, B)K b} + (A. B )[r, c\-h...= i,. 

(!tC. 

Les équations (im) suffisent pour déterminer les valeurs des quantités 
(A, 13), (A, C), . . ., quand on connaît celles des quantités constantes 
| d, b~\, |//, c], .. [b, c\. Des équations semblables détermineront les 

valeurs de (B, A), (B, C).Donc les quantités (A, 13), (A. C), 

(IL C), . . . sont elles-mêmes constantes, et ne dépendent pas de la 
variable /. 

11 est bon d’observer que, si, dans les équations (fi) différentiées 

pur rapport à /, on substitue les valeurs de • • • tirées des 

équations (i), les formules ainsi obtenues, savoir, 

<7 A e/O e/A e/O cl A e/O 

d.c du dy dv ' ' e/ee de 

e/li e/0 e/l 5 d() 

de (lu du (Le 

auront pour seconds membres des fonctions identiquement milles de 
y, z, //, e, m, Car, s’il en était autrement, il existerait entre 

les valeurs générales de x, y, z, e, ne, et par conséquent 

aussi entre les valeurs initiales do. x, y, z, . .., //, e, m, .. . correspon¬ 
dantes à / = o, des équations qui ne renfermeraient aucune constante 
arbitraire; ce qui est absurde, puisque ces valeurs initiales peuvent, 
être, choisies arbitrairement. 

Supposons maintenant qu’il s’agisse d’intégrer non plus les équa¬ 
tions (i), mais les suivantes : 


de 

777 ~ 

dÙ 

Vu " 

d\\ 

dy _ 
di ~ 

dQ 

de 


dz 

7 Tl ~~ 

dQ 

d\v 

d\\ 

du. 

d() 

(l\\ 

de 

dQ 

c/B 

dw 

d.Q 

d\\ 

777 


! , 7 

,h ~ 

dv 

- 70’ 

d! 

( Z 

dz 






22 SUR LA VARIATION DES CONSTANTES ARBITRAIRES 


on pourra supposer encore les valeurs d sx,y, z, . . . ,u, v, w, . . . déter¬ 
minées par les équations ((3), pourvu que Ton y considère a, b, c, ... 
comme devenant fonctions de i. Alors, si, dans la première des équa¬ 
tions (G), difïerenliée par rapport à t, on substitue les valeurs du 

-tirées des équations (i4), si d’ailleurs on a égard à 

la première des formules (i3), qui, subsiste, quelles que soient les 
valeurs de x, y, z . u, e, <r. t, on trouvera 

da clX d\\ dX c/R dt\ d\\ 

dt, dx du dy dv ' ' ’ du. dx 


Enfin, si, après avoir exprimé R en fonction de u, b, c, . . ., t, on y 

substitue, au lieu de a, b,c, ... les fonctions de x,y, z . u, v, n\ ..., t 

représentées par A, B, C, . .., on retrouvera identiquement la pre¬ 
mière valeur de R; et Ton aura, par suite, 

d\\d\_ dl\ cm dK _ d R dX d R d\) 

du dv db dx * ’ ’ " ’ dy du dy db dy * ’ * ’ ’ 

r/R _ (Hi dX 
du du. du 



Cela posé, la formule (ib) donne.ra 


du 

Tl 


(A, lsÆ + (A, cÆ 


(■7) 


db ' de 

on trouvera de môme, 
db ..f/R .^.c/R 

_ =( , ! , A) __ h( |, iC)7/7+ ... 


elc. 


Telles sont les équations différentielles qui devront servir à déter¬ 
miner a, b, c, ... en fonction de. t. Les coefficients de dans 

da db 

ces équations, seront, d’après les remarques précédemment faites, des 
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Application à la Mécanique céleste. 

2. Soient lit la masse du Soleil, ni, m', ni", . . . 1 f i s masses des pla¬ 
nètes : prenons pour origine des coordonnées le centre du Soleil, el 
soienl 

■O Ti =; M, y, T, 

les coordonnées des planètes dans leurs mouvements relatifs autour 
de cet astre. En choisissant convenablement l’unité de masse, dési¬ 
gnant par u , e, w les vitesses de m mesurées parallèlement aux axes 
des x, y, z, et faisant pour abréger 

M = ill + m, 

/•'= (.é 2 + / 2 + --Y, •••, 

t' = [ (.t — M y- H- (y — y ) a H — z'y \'\ 

^ __ né {:xx'■+yy'-y zz') t né 

li. — — . — • ■ • -, 

r •’ t 

on trouvera pour les équations différentielles du mouvement de m, 
cLv_ ‘Il — 

7/7 ~~ dt. ~ dt ~~ 

du _ M .r f/K r/e_ M r f/K d\v _ M; f/K 

dt / ,;1 fér’ dt. r'' dy ’ dt / ,:| dz 

Pour déduire ces dernières formules des équations (i4) du numéro 
précédent, il suffira de prendre 

^ i/ ~ -f- i’ 1 H— u 1 * M 

v .2 r 

et d’admettre que 11 est fonction seulement de x, y, z, x ', y 1 , z 1 , . . . . 
Ainsi la théorie générale exposée ci-dessus s’applique sans difficulté 
aux équations différentielles du mouvement des planètes. 



MÉTHODE SIMPLE Eï NOUVELLE 
POUR IA 

DÉTERMINATION COMPLETE DES SOMMES ALTERNÉES, 
FORMÉES AVEC LES 

IUC1NES PRIMITIVES DES ÉQUATIONS HINÛMES. 


Journal Je i\fn l/iê/nutiques pures et appliquées, Tome V, |). 


15.^-108 ; i84°- 


Col, article, extrait des Comptes rendus de VAcadémie des Sciences 
(t. 10, i«H/fo, p. 56 o-57m) a déjà été reproduit dans les Obtures de 
Cauchy, r e série, l. V, p. ida-iGO. 




SUR LA 

SOMMATION DE CERTAINES PUISSANCES 


D’UNE 


RACINE PRIMITIVE D’UNE ÉQUATION BINÔMIï 
ET, EN PARTICULIER, 

DES PUISSANCES QUI OFFRENT POUR EXPOSANTS 
LES RÉSIDUS CUBIQUES INFÉRIEURS AU MODULE DONNÉ. 


Journal de Mathématiques pures et appliquées , Tonie V, p. i84<>. 


Ce(, arlido, oxlraiL dos Comptes rendus de VAcadémie des Sciences 
(t. 10, i84ü, p. 5f)4-OoGj a déjà é(é rr.produil dans les Oiïuvres de 
Cauchy, 1 série, t. V r , p. i(i(i-i8o. 



RAPPORT 

SUR UN MÉMOIRE DE M. LAINÉ 
RELATIF AU DERNIER THÉORÈME DE FERMAT. 


Journal de Mathématiques pures et appliquées, Tome Y, p. 211-21 5 ; 1840. 


Cet article, extrait des Comptes rendus de VAcadémie des Sciences 
(t. 9, 1889 , p. 359-303) a déjà été reproduit dans les Œuvres de 
Cauchy , i' e série, t. IV, p. 4 qq-5o4- 




NOTE 

SUR LA RÉFLEXION DE LA LUMIÈRE 

A LA 

SURFACE DES MÉTAUX. 


Journal de Mathématiques pures cl appliquées , Tome VII, p. 338 - 344 ? 184:0 


M. Mac-Cullagh a lu à l'Académie de Dublin, le 9 janvier 1837 , un 
Mémoire sur les lois de la réflexion et la réfraction cristalline. A ce 
Mémoire, dont une traduction française a paru dans la livraison de 
juin 1842 du Journal de Mathématiques pures et appliquées, est jointe 
une Note dans laquelle l'auteur cite des formules qu’il a publiées dans 
les Irish. Acad. Transactions, et qui sont relatives à la réflexion opérée 
par les surfaces métalliques. Mais, dans des observations que renferme 
le tome VIII des Comptes rendus des séances de VAcadémie des Sciences, 
p. 961 , et que M. Liouville a bien voulu mentionner à la page 217 de 
son Journal, j'ai déjà rappelé que j'avais traité moi-môme, avant les 
publications faites par M. Mac-Cullagh, le sujet auquel se rapportent 
les formules dont il s’agit. Il y a plus : M. Mac-Cullagh m’ayant fait 
l’honneur de venir me voir dans ces derniers temps, je n'ai pas hésité à 
mettre sous ses yeux les preuves de mes assertions et les nombreux 
calculs que j’avais faits sur la réflexion métallique dès les premiers 
mois de l’année 18 3(5. Les détails dans lesquels je suis entré ont dû, je 
l’espère, éclaircir tous les doutes qui pouvaient subsister encore, dans 
l’esprit de M. Mac-Cullagh sur la question envisagée au point de vue. 
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SUR LA R ÉFLEXION DE LA LUMIÈRE 


historique. Au reste, comme je l’ai déjà dit dans le tome VIII des 
Comptes rendus des séances de VAcadémie des Sciences, M. iMac-Cullagh 
ayant produit scs recherches sur la réflexion à la surface des métaux 
avant que mes travaux sur le mémo objet fussent suffisamment connus, 
et n’ayant pas eu sous les yeux à cette époque des formules qui se trou¬ 
vaient comprises seulement d’une manière implicite dans celles que 
j’avais alors publiées, il est clair que ces recherches offraient tout h; 
mérite d’une difficulté vaincue, el devaient être, par cette raison, 
favorablement accueillies des savants. 

.Dans la présente Note je me bornerai à rappeler succinctement les 
formules générales desquelles j’avais déduit, dès les premiers mois de 
l’année 1 836 , les lois de la réflexion de la lumière, à la surface des 
corps opaques, ainsi que les Lettres et les Mémoires dans lesquels ces 
formules se trouvaient écrites ou indiquées. 

Dans une lettre adressée de Prague à M. Ampère, sous la date du 
i ,,r avril 1 836 , et insérée vers cette époque dans les Comptes rendus des 
séances de VAcadémie des Sciences , je disais : 

<c Les formules générales auxquelles je suis parvenu dans mes nou- 
» voiles recherches sur la théorie de la lumière ne fournissent pas seu- 
» lement les lois de la propagation de la lumière dans le vide, comme 
» je vous le disais dans mes lettres du 12 avril et du 19 février, ou les 
>■> lois de la réflexion et de la réfraction à la surface des corps transpa- 
» rents, telles qu’elles se trouvent énoncées dans mes deux lettres du 
» 19 et du 28 mars; elles s’appliquent aussi à la propagation de la 
>.> lumière dans la partie d’un corps opaque voisine de la surface, et à 
>.> la réflexion de la lumière par un corps de cette espèce. On sait d’ail- 
» leurs que, si la lumière passe d’un milieu plus réfringent dans un 
» autre qui le soit moins, ce dernier deviendra opaque à l’égard des 
» rayons qui rencontreront sa surface sous un angle tel que son com- 
» plément v, c’est-à-dire l’angle d’incidence, devienne supérieur à une 



)) ({<‘üx milieux dont le premier soit le plus réfringent, e(, que l'angle 
» d’incidence devienne supérieur à l’angle de réflexion totale. Si l’on 

» nomme v l’angle d'incidence, le rapport qui existait (Mitre le sinus 

» d’incidence et le sinus de réfraction avant que le rayon réfracté dis- 

» parût, enfin /=^ et /'= les épaisseurs qu'une onde lumi- 

» neuse aequie.rt dans le premier et dans le second milieu, on aura 

c 0 — et, si l’on pose d’ailleurs 

b — 0 suit, u—\‘l>- —i, 

» l'intensité de la lumière dans le second milieu, à la distance æ de la 
a surface de séparation, sera proportionnelle à l'exponentielle négative 

riU.c 


» Si t se réduit à l’angle de réflexion totale, on aura 

siur^rfj b — i, //. — o, e —«r.r— J} 

)> et la lumière réfractée aura une grande intensité; mais, si l’angle t 
)) croît à partir de la limite qu’on vient de rappeler, la lumière rélrac- 
» tée s’éteindra à une distance comparable à l’épaisseur des ondes 
» ([ue peut transmettre le second milieu, et d’autant moindre que a 
» sera plus grand. Si l’on suppose t = a atteindra sa limite supé- 

» ricure </0-— i. Ajoutons que la quantité b remplace ici le sinus de 
« réflexion avec lequel elle coïncide lorsqu’on a sim = ^ - » 

Cette lettre du r !r avril i83G, dans laquelle je donnais d’ailleurs, 
pour déterminer l’inteusité de la lumière réfléchie dans le cas de, la 
réflexion totale, des formules qui se trouvent d’accord avec les expé¬ 
riences et les formules de Fresnei, prouve suffisamment qu’en dévelop¬ 
pant la théorie de la lumière, j’étais parvenu, dès cette époque, à l’in¬ 
terprétation physique de la forme imaginaire sous laquelle peuvent se 



présenter les coefficients des coordonnées dans les expressions des 
déplacements moléculaires. 

Une autre lettre, écrite le îO avril i836, et insérée dans les Comptes 
rendus des séances de VAcadémie des Sciences, le 2 mai do la même 
année, contient ce qui suit : 

« Dans ma dernière lettre, j’ai indiqué les résultats que fournissent 
» les formules générales auxquelles je suis parvenu quand 011 les 
» applique au phénomène connu sous le nom de réflexion totale, c’est- 
» à-dire, au cas où le second milieu, quoique transparent, remplit la 
» fonction d J un corps opaque. .Te vais aujourd’hui vous entretenir de 
» ce qui arrive lorsque le second milieu est constamment opaque sous 
n toutes les incidences, et en particulier lorsque la lumière se trouve 
» réfléchie par un métal. 

» Si l'on fait tomber sur la surface d’un métal un rayon simple doué 
» de la polarisation rectiligne ou circulaire, ou même elliptique, ce 
» rayon pourra toujours être décomposé en deux autres polarisés en 
» ligne droite, l’un perpendiculairement au plan d’incidence, l’autre 
» parallèlement à ce plan. Or je trouve que, dans chaque rayon eom- 
» posant, la réflexion fait varier l’intensité de la lumière suivant un 
» rapport qui dépend de l’angle d’incidence et qui généralement n’est 
a pas le même pour les deux rayons. De plus, la réflexion transporte 
)> les ondulations en avant ou en arrière à une certaine distance qui 
» dépend encore de l’angle d’incidence. Si l’on représente cette dis- 

» tance pour le premier rayon par ^ et pour le second par ~, 


» étant l’épaisseur d’une onde lumineuse; la différence de marche 
» entre les deux rayons composants, après une première réflexion, 
» sera représentée par 


» Je trouve d'ailleurs qu’aprôs une seule réllexion sous l’angle d’inci- 
» dence -, la différence de marche, des deux rayons composants est 
» d’une demi-ondulation si t = o, et d’une ondulation entière si 

» <r = Donc, en ne tenant pas compte des multiples de la circonfé- 

» renee dans la valeur de l’angle u. — v, on peut considérer la valeur 
» numérique de ce dernier angle comme variant entre les limites Tu et 

)> zéro. Lorsque p. — v atteint la moyenne (Mitre ces deux imites, ou 

» on obtient ce que M. Brewster appelle la polarisation elliptique, et 

h <>, S, - 2/i 

)) réllexions semblables ramènent le rayon polarisé à son état pri- 
» mitif. Alors, si le rayon incident était polarisé en ligne droite, le 
» dernier rayon rélléchi sera lui-même polarisé rectilignement. Mais 
» son plan de polarisation formera avec le plan de réllexion un angle o, 
v dont la tangente sera égale, au signe près, à la (aw) 16 "" 1 puissance du 
v quotient qu’on obtient en divisant Tun par l’autre les rapports sui- 
» vaut lesquels la première réllexion fait varier dans chaque rayon 
» composant les plus grandes vitesses des molécules. Donc, tandis 
» que le nombre des réflexions croîtra en progression arithmétique, 
» les valeurs de tango varieront eu progression géométrique; et, 
w comme pour les différents métaux ou trouve généralement o<^4^"> 
» la lumière, pour de grandes valeurs de n , finira par être complè- 
» tement polarisée dans le plan d’incidence. On déduit encore de mes 
» formules générales un grand nombre de conséquences que je déve- 
» lopperai plus en détail dans une seconde lettre, et qui s’accordent, 
» comme les précédentes, avec les résultats obtenus parM. Brcwster. » 

Les formules générales desquelles j’avais déduit les lois de la 
réllexion et de la réfraction à la surface des corps transparents ou 


opaques sont celles que renferme la y 1 ' livraison de mes Nouveaux Exer¬ 
cices de Mathématiques , reçue par l’Académie, des Sciences dans le mois 
d’août i836, et mentionnée dans les Comptes rendus de la séance 
du i(> de ce même mois (voir le Bulletin bibliographique , !.. III des 
Comptes rendus). Dans chaque livraison, p. 200 , se trouve le passage 
suivant : 


a Des recherches approfondies m’onl conduit à un nouveau prin- 
» cipe de Mécanique propre à fournir, dans plusieurs questions de 
» Physique mathématique, les conditions relatives aux limites des 
).) corps et aux surfaces qui terminent des systèmes de molécules sol- 
» licitées par des forces d’attraction ou de répulsion mutuelle, (le 
» principe, que je développerai dans un autre Mémoire, étant appli- 
» qué à la théorie de la lumière, on en conclut que, dans le voisinage 
)> de la surface de séparation de deux milieux, les déplacements £, r h 
» £ des molécules d’éther, relatifs soit au premier milieu, soit au 
» second, devront fournir les mômes valeurs de « , si l’on prend 
» pour b’ l’une quelconque des trois fonctions 


dr\ dC, d'Ç d\ de, dr\ 

dz dy ’ dx dz ’ dy dx ’ 


» ou bien encore si l’on suppose 


(a) 


b 


, d\ 
a dx 


H- b- 


„ d(] 


dy 


dp 


•4- bc 


df\ | dt, 
dz ~ r ~ dy 


—l— cci 


dÇ d£ 
dx dz 


H - (ib 


d£ _ d(\ \ 

dy dx J ’ 


» a , h, c désignant les cosinus des angles formés par la normale à la 
» surface de séparation des deux milieux avec les demi-axes des coor- 
» données positives. Il est bon d’observer que la valeur de b , deter- 
» minée par l’équation ( 2 ), représente la dilatation de l’éther suivant 
» cette meme normale. 

» Lorsque, les deux milieux étant séparés l’un de l’autre par le plan 
» des y, z, on suppose l’axe des z parallèle aux plans des ondes lumi- 
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» utilises, et par conséquent perpendiculaire au plan d’incidence, on 
» a dans la formule (a) 

a ■=. ±: i, b — o, (■ —- o, 

» et de plus ç, y], Ç deviennent indépendants de- 3 . Donc alors, en ehan- 
» géant, ce qui est permis, le signe de la première des différences( 1 ), 

» on trouvera que les fonctions (i) et (e) peuvent être réduites à 

, d'i ri* rii rir, rii 

{r ' } rir ’ TiN riy 7/.T- ' rh -‘ 

» Donc, si l’on nomme c !, , Ç ce que deviennent le,s déplacements £, 

» ■/), £ tandis que l’on ])asse du premier milieu au second, on aura, 
» pour les points situés sur la surface de séparation, e’est-à-dire 
» pour x = o, 

rii__à^ rii _ rin __ d? _ r/r/ 

1 c/.£ cl.r ’ r/)' ri.v riy da: 

et 

c 3l — 'K- éls _ ^ 

f/,/: rij' ’ f/y rir 

» Lorsque dans les équations (4) et ( 0 ) on substitue à ç, r j5 £, les 
)> seconds membres des formules ( 1 ) du paragraphe V, et à £', r/, 'Q 
)> les seconds membres des formules (n) du meme paragraphe (voir 
)> les Nouveaux Exercices, p. 03 et 58), on obtient les lois de la 
» réflexion et de la réfraction qui ont lieu à la surface des corps trans- 
)> parents, avec les diverses formules que contiennent les deux lettres 
» adressées à M. Libri, les kj et 0,7 mars 1 836, et imprimées dans les 
» Comptes rendus des séances de VAcademie des Sciences (t. Il, p. 4^7 
» ai 34i). On déduit aussi des conditions (4) et (5) les lois de la 
» réflexion opérée par la surface extérieure d’un corps opaque, ou par 
» la surface intérieure d’un corps transparent dans le cas où l’angle 
» d’incidence devient assez considérable pour qu’il 11 ’y ait plus de 
» lumière transmise, c’est-à-dire dans le cas où la réflexion devient 
» totale. ( Voir à ce sujet les deux lettres que j’ai adressées àM. Ampère 
» les t 11 ' nf rù avril à Comme ie Tai mmifré dansées lifférenfes lelfres. 
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„ les formules, auxquelles conduisent les conditions (4) et (5), non 
» seulement déterminent l’intensité de la lumière polarisée reetili- 
» gnementpar réflexion ou par réfraction, et les plans de polarisation 
» des rayons réfléchis et réfractés, mais encore elles font connaître les 
a diverses circonstances de la polarisation circulaire ou elliptique pro- 
» duite par la réflexion totale, ou par la réflexion opérée à la surface 
» d’un corps opaque, et en pari ieu lier d’un métal. D’ailleurs, les divers 
» résultats de notre analyse se trouvent d’accord avec les lois déjà con- 
>> nues, particulièrement avec les formules proposées par MM. Fresnel 
» et Brewster, ainsi qu’avec les observations de tous les physiciens. 
» Au reste, je reviendrai sur ces résultats dans de nouveaux Mémoires, 
» où je déduirai directement, des équations (i5) du paragraphe I, les 
» lois des divers phénomènes lumineux, y compris les phénomènes de 
» l’ombre et de la diffraction. » 

Le nouveau principe de mécanique dont il est question dans ce pas¬ 
sage, et duquel j’avais déduit à Prague, dans les premiers mois de i836, 
les formules ( 4 ), (5), est celui qui se trouve exposé dans le para¬ 
graphe IV de la première partie du Mémoire sur la lumière, lithogra¬ 
phié àBudweiss clans le mois d'aoùt i830, et annoncé dans le Compte 
rendu de la séance du 29 de ce meme mois. ( Voir le tome III des 
Comptes rendus des séances de VAcadémie des Sciences, p. 235.) D’ail¬ 
leurs, les formules (4), (5) étant une fois établies, soit à Laide du prin¬ 
cipe que je viens de rappeler, soit par la méthode que j’ai développée 
dans les séances de l’Académie des Sciences des 18 mars, 20 mars et 
1 01 ' avril i83q, l’application de ces formules aux corps isophanes, trans¬ 
parents, ou opaques, fournit immédiatement les lois de la réflexion 
opérée par la surface extérieure ou intérieure de l’un de ces corps, et 
1 on retrouve ainsi les diverses formules que j’avais déjà obtenues à 
Prague en i83(i. C’est, au reste, ce que j’expliquerai plus en détail 
dans un autre article. 
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DES 

FONCTIONS EN SÉRIES ORDONNÉES 
SUIVANT 

LES PUISSANCES ASCENDANTES DES VARIABLES. 


Journal de Mathématiques pures et appliquées , Tome XI, p. 3 i 3 - 33 o, 1846. 


Le théorème sur la convergence de la série qu’on obtient en déve¬ 
loppant une fonction f(x) de la variable réelle ou imaginaire a? suivant 
les puissances entières et ascendantes de cette variable, se trouve 
énoncé pour la première fois dans le Mémoire que j’ai publié à Turin 
en 183a, Mémoire dont la première partie a pour objet spécial le. nou¬ 
veau calcul auquel j’ai donné le nom de calcul des limites. On lit, en 
effet, dans ce Mémoire, les lignes que je vais transcrire : 

« La fonction x ) sera développable en une série convergente ordon- 
» née suivant les puissances ascendantes de x , si le module de la variable 
» réelle ou imaginaire x conserve une valeur inférieure à celle pour 
» laquelle la fonction f(x) cesse d'être finie et continue . Ainsi, en parti- 
» culier, puisque les fonctions 

voua;, siiiÆ, c'\ e x \ cos(i — x' 1 ), ■■■ 

» ne cessent jamais d’ôtre finies et continues, ces fonctions seront tou- 




» jours développables en séries convergentes ordonnées suivant les 
» puissances ascendantes de x. 

» Au contraire, les fonctions 


» qui, lorsqu’on attribue à x une valeur imaginaire, de la forme X e/o-f, 
» ressent d’être fonctions continues de x au moment où le module X 
» devient égal à 1 , seront, certainement développables en séries con- 
» vergentes ordonnées suivant les puissances ascendantes de la 
a variable x, si la valeur réelle ou imaginaire de x offre un module 
» inférieur à l'unité; niais elles pourront, devenir et deviendront, en 
» eifet, divergentes, si le module x surpasse 1’unité. Eniin, comme les 
» fonctions 

i i 

L 

a', c-'\ cos 5 ••• 

» deviennent discontinues pour une valeur nulle de x, par conséquent, 
)> lorsque le module de x est le plus petit possible, elles ne seront 
» jamais développables en séries convergentes ordonnées suivant les 
» puissances ascendantes de x. » 

Dans le théorème énoncé, les fonctions sont envisagées sous le rap¬ 
port de la continuité. Donc, lorsqu’on veut appliquer le théorème, il 
est d’abord nécessaire de savoir en quoi consiste la continuité, pour 
des fonctions de variables réelles ou imaginaires. 

La continuité des fonctions de variables réelles forme précisément 
l’objet du second paragraphe du chapitre II de mon Analyse algébrique ; 
elle s’y trouve définie dans les termes suivants : 

a Soit J(x) une fonction de la variable, x, et supposons que, pour 
» chaque valeur de x intermédiaire enLre deux limites données, cette. 
» fonction admette constamment une valeur unique et finie. Si, en 
» partant d’une valeur de x comprise entre ces limites, on attribue à 
» la variable x un accroissement infiniment Délit a. la fo c ioi ; e- 


>•> même recevra pour accroissement !a différence 

_/(./• H- y.) —./(.*•'), 

)> qui dépemira (Mi même temps de la nouvelle variable a ctde la valeur 
)> de x. Cela posé, la fonction f(x) sera, entre les deux limites assi- 
» innées à la variable x, fonelion continue de celle variable, si, pour 
)> chaque valeur de x intermédiaire entre ces limiles, la valeur numé- 
» rique de la différence 

» décroît indéfiniment avec. a. En d’autres (ermes, la fonction /(oc) 
» restera continue par rapport à x entre les limites données, si entre ces 
» limites un accroissement infiniment petit de la variable produit toujours 
>> un accroissement infiniment petit de la fonction elle-même. 

» Ou dit encore que. la fonction/(a*) est, dans le voisinage d'une 
» valeur particulière altribuée à la variable x, fonction continue, de 
» cette variable, toutes les fois qu’elle est continue entre deux limites 
» do, x. même très rapprochées, qui renferment la valeur dont il s’agit. 

» Enfin, lorsqu’une fonelion f(x) cesse d’ètre continue dans le voi- 
» sinage d’une valeur particulière de Invariable^*, on dit qu’elle devient 
» alors discontinue, et qu’il y a, pour cette valeur particulière, solution 
)> de continuité. ». 

Ainsi, en résumé, supposons que, dans la fonction f(xj, on fasse 
varier x par degrés insensibles en attribuant à cette variable une série de 
valeurs infiniment rapprochées les unes des autres. La fonction f(x) 
restera continue pour toutes ces valeurs de x, si, pour chacune d'elles, 
elle acquiert constamment une valeur unique et finie, et si d'ailleurs un 
accroissement infiniment petit atti'ibué à l'une quelconque de ces valeurs 
de x produit toujours un accroissement infiniment petit de la fonction 
elle-même. 

Enoncée on ces termes, la définition des fonctions continues n’est 
pas seulement applicable, au cas où x reste réel. On pourra l'appliquer 
encore, sans difficulté, an cas même où x dévient, imaginaire, en 



observant qu’il est naturel de définir les expressions imaginaires infi¬ 
niment petites, comme je l'ai fait dans l’analyse algébrique, c'est-à-dire 
dans les termes suivants : 

« Une expression imaginaire variable esl appelée infiniment petite , 
» lorsqu’elle converge vers la limite zéro ; ce qui suppose que, dans 
» l’expression donnée, la partie réelle etJe coefficient de v /—1 eonver- 
» gent en meme temps vers cette limite. Cela posé, représentons par 

a + o — t —‘p (YosO -f- \/ — i siu O) 

)> une expression imaginaire variable, a, £ désignant deux quantités 
» réelles auxquelles on peut substituer le module p et l’arc réel 0. 
» Pour que cette expression soit infiniment petite, il sera évidemment 
» nécessaire et suffisant que son module p soit lui-même infiniment 
» petit. ». 

Ces principes étant admis, soit ?• le module d’une variable imagi¬ 
naire .t, dans laquelle x désigne la partie réelle et y le coefficient de 
—i. Celte variable pourra être présentée, non seulement sous la 
forme 

(i) •» = \ -I- y V'- - i, 

mais encore sous la forme 

( a) .r — /■ (cosO H- \i — i si u ü), 

ou, ce qui revient au même, sous la forme 

( 3 ) .r —z /* é— 1 1 

0 étant un are réel que nous appellerons Y argument, et les variables 
réelles 

X, y. 0, r 

étant liées entre elles par les formules 
('t) x = /’cos0, y = 


r si» 0. 


En vertu de ces memes formules, desquelles on tirera 


/• — </x- + 

le module 7* sera complètement déterminé, mais l’argument 0 admotlra 
une infinité de valeurs exprimées par les divers termes d’une progres¬ 
sion arithmétique dont la raison sera la circonférence 2 ~. Ou pourra 
d’ailleurs concevoir que x, y représentent les coordonnées rectangu¬ 
laires, et 0, ?• les coordonnées polaires d'un point mobile P assujetti 
à 11 e pas sortir d’un plan donné. Alors, à chaque valeur donnée de la 
variable imaginaire æ, correspondra une, position déterminée du point 
mobile P; et il suffira, comme on sai(, de faire varier d’une part, le 
rayon vecteur r entre les limites r = o, /• = oc; d’autre part, l’angle 
polaire p entre les limites 0 = o, 0 = 2 r., ou bien encore entre les 
limites 0 = — tc, ô = H-rt, pour obtenir successivement toutes les 
positions possibles du point mobile, par conséquent toutes les valeurs 
possibles de la variable x. Admettons, pour fixer les idées, que l’argu¬ 
ment p varie entre les limites — k, -f- r.. Alors si l’on suppose succes¬ 
sivement 

0 = 77 — S, puis 0—— (îT— £), 

£ désignant une quantité positive infiniment petite, on trouvera, dans 
la première hypothèse, 

\. —/’cnse, y — -—/■ sins, 

,r — — r e~ z ' — 1 : 


et, dans la seconde hypothèse, 

x = —/’rose y — —/-sine, 

Par suite, la valeur de x restera la même dans les deux hypothèses, 
et dans le passage de l’une à l’autre, la variable y, toujours sensible¬ 
ment nulle, variera infiniment peu, ainsi que la variable imaginaire ,r, 
qui restera toujours très peu différente de — r. Cola posé, en vertu de 
ce qui a été dit plus haut, la fonction /(.r) de la variable imaginaire x 



no pourra rester fonction continue de x, dans le voisinage de la valeur 
particulière x = — r, qu’autant qu'elle variera elle-même infiniment 
peu quand on passera de la supposition 0 = -— £ à la supposition 
0 = —(?: — s), £ étant aussi rapproché de zéro que l’on voudra; ce 
qu’on peut exprimer encore en disant que la fonction J\x) ne pourra 
rester fonction continue de æ, dans le voisinage de la valeur particu¬ 
lière x= — r, si elle ne reprend pas la meme valeur, quami l'argu¬ 
ment 0 passe de la valeur r. à la valeur — r.. 

Ces conclusions s’accordent avec les observations que j’ai eu soin de 
faire, dans un précédent Mémoire sur les fonctions continues. ( Voir 
les Comptes rendus des séances de VAcadémie des Sciences, et, en parti¬ 
culier, la séance du 22 juin 1 S44)* En effet, dans ce Mémoire, après 
avoir rappelé le théorème sur la convergence des séries ordonnées 
suivant les puissances ascendantes des variables, j’ajoutais : 

« Comme cette dernière proposition peut recevoir un grand nombre 
» d’applications utiles, il importe de la bien préciser, et d’entrer à ce 
» sujet dans quelques détails. 

» Considérons une variable imaginaire x. Elle sera le produit de 
» son module par une certaine exponentielle trigonométrique; et, pour 
)) obtenir toutes les valeurs de la variable correspondantes à un module 
» donné, il suffira de faire croître l’argument de cette variable, c’est-à- 
» dire l’argument de l’exponentielle trigonométrique, depuis la limite 
» zéro jusqu’à une circonférence entière ar., ou, ce qui revient au 
» meme, depuis la limite —tï jusqu’à la limite H-v.. Si, tandis que 
» l’argument varie entre ces limites, et le module entre deux limites 
» données, une fonction réelle ou imaginaire de a? reste continue par 
» rapport à l’argument et au module, de manière à reprendre la 
» meme valeur quand l’argument passe de la limite —r. à la limite u, 
» celle fonction sera, entre les limites assignées au module, ce que 
» nous appelons une fonction continue de la variable. » 

Dans une Note que renferme le présent volume (p. 129 et suiv.), 
M. Ernest Lamarle, après avoir rappelé le théorème qui lait l’objet du 



présent article, dit que, dans ce théorème, la condition de continuité 
est insuffisante, à moins qu'elle n'implique une certaine périodicité de la 
fonction. II remarque, ensuite, que si la fonction 

liée aux deux fonctions réelles 

?(/•, 0), <M/-, 

par une équation symbolique de la forme 

/(/• « 0 v~') = O(/ ■, 0 ) -I- 6(r, 0), 

est développable en série convergente suivant la formule de. Maolaurin, 
on aura nécessairement 

cp(/-, n) = o(/-, o) = ■}(/-, «TT) ; 

puis il ajoute : 

« Voilà doue une condition nouvelle reconnue (oui, d’abord indis- 
» pensable. Elle consiste en ce que les fonctions ©(/■, 0), 0) sont 

» assujetties à reprendre les mômes valeurs aux deux limites 0 = o, 
» 0 = 0.7.. Réduite à (‘.es termes, elle u’olfre rien de. surabondant cl, 
» qui ne soit essentiellement distinct dos caractères propres à la conti- 
» imité. » 

On voit que la condition ici énoncée parM. Lamarle est précisément 
celle que j’ai signalée moi-meme dans le Compte rendu de la séance du 
\>m juin 1844 , non pas comme distincte de la condition de continuité 
mais comme renfermée dans cette dernière. Si M. Lamarle, en écri¬ 
vant sa Note, avait eu sous les yeux ce Compte rendu , spécialement le 
passage cité du Mémoire sur les fonctions continues, et s’il avait 
rapproché ce passage des principes exposés dans mon Analyse algé¬ 
brique, il se serait certainement borné à dire que, dans le théorème en 
question, la condition de continuité est la seule qu'on doice mentionner, 
et que cette condition implique une certaine périodicité de la fonction. 

Au reste, dire que, dans le théorème dont il s'agît, la condition de 
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continuité est la seule qu'on doive mentionner, c’est dire seulement que 
la fonction f(ac) sera développable en série convergente ordonnée suivant 
les puissances ascendantes de as, si le m.odule de la variable x conserve une 
valeur inférieure à celle pour laquelle la fonction cesse d'être finie et con¬ 
tinue . Mais je suis loin d’admettre que la discontinuité de la fonction 
entraîne, toujours la divergence du développement, et que l’on puisse 
dire, avec M. Lamarlc (p. 1.37 de ce volume) : 

a Toute fonction est développable en série convergente suivant la 
» formule de Maclaurin, tant que le module de la variable reste 
» moindre que la plus petite des valeurs pour laquelle la fonction 
» cesse d’étre continue, ou de prendre la meme valeur aux deux 
» limites 0 = o, 0 = n r .. Hors de là la série devient divergente. » 

J’ai précisément émis l’opinion contraire à celle qu’énonce ici 
M. Lamarle, dans un précédent Mémoire, où je me suis spécialement 
occupé des fonctions dont les développements restent convergents , tandis 
qu'elles deviennent discontinues. M. Lamarle lui-méme ne pourra révo¬ 
quer eu doute l’existence de fonctions qui présentent ce double carac¬ 
tère. Il me suffira de prendre pour exemple la fonction meme qu’il a 
choisie connue propre à montrer une application du théorème général, 
savoir, 

(M- 

et de considérer spécialement le cas où, le module r de .r étant infé¬ 
rieur à l’unité, l’exposé 7??-devient fractionnaire et de la forme p , q 
étant des nombres entiers. 

On ne pourrait, sans introduire une étrange confusion dans le calcul, 
représenter par la meme notation 

r 

,-r'f 

toutes les valeurs dey propres à vérifier l’équation 

yr= ,rf\ 

dans le cas où la variable 


devient imaginaire, et l’on est bien libre assurément d’appliquer, avec 
M. Lamarle, la notation 

,r'/ 

à celle des valeurs de, y qu’on tire de, la formule 

}i / v 

y =z ÿi ^cos^ 0 h- — | si h P o J j 

en y supposant 0 compris entre les limites o, ax. Admettons pour 
l’instant cette bypotbèse, et, après avoir ainsi fixé, dans tous les cas 
possibles, la valeur de la fonction 

/' 

r 

ou, en d’autres termes, le sens qui devra être attaché à la notation x'P 
posons, comme l’a lait M. Lamarle, 

(.">) I H- /’cosfj — p COS 3 !, /• sill 0 = p SÏII 0£, 

en supposant 0 positif. On aura non seulement 

( fi ) p — y /1 + r- h- r et >s 0, 

mais encore, en assujettissant l’argument a à demeurer compris entre, 
les limites o, 2-, et en posant m = 

(7 ) (i + ,r)"'z:(H- /• (P ' “ 1 ) m z= p w ( eos ni a H- \J — 1 si 11 ni a ). 

Supposons maintenant que, le module r étant inférieur à l’unité, on 
attribue successivement à x deux valeurs très voisines de la valeur 
particulière 

et que ces deux valeurs soient respectivement 

(8) a: = ~ j' —re £ ' /_1 , 

£ étant un nombre infiniment petit. Les valeurs de 0 correspondantes 
à ces deux valeurs de x seront respectivement 


( 9 ) 


0 = 7T — £, 


0 — 7T + £. 




D’ailleurs les formules ( 5 ) donneront, r pour 0 = r. — s, 

(to) i — rcoss 3 = p cosa, /• siu s =—p siu a. 

A ' 1 pour 0 = TC —(— £, 

(i [) I — rcose = rj cosa, rsin£ =—psina 

ün aura donc, dans l’un el l’antre cas, 

r — /r,ose 

cos oc - >- o ; 

p 

mais comme, dans le passage du premier cas au second, sina passera 
du positif au négatif en restant infiniment petit, il est clair que l’argu¬ 
ment a, renfermé entre les limites o, ir,, offrira, dans le premier cas, 
une valeur très voisine de zéro; dans le second cas, uni', valeur très 
voisine de a r., Donc, si le module r de x est inférieur à l'unité, les 
deux valeurs de la fonction 

(i+.r)'", 

qui correspondront aux deux valeurs infiniment voisines de æ fournies 
par les équations (8), et, par conséquent, aux valeurs infiniment voi¬ 
sines de 0, fournies par les équations (9), se réduiront sensiblement 
aux deux valeurs qu’acquiert l’expression 

p'"(cosmoc -1- \J — 1 sin/noc) = p"' <?'" a r-ï’ 

quand on y pose successivement a = o eta=ar., c’est-à-dire à p"' et 
à Donc la différence entre ces deux valeurs de la fonction 

(i-4-a?)" 1 ne pourra s’évanouir que dans le cas où l’exposant m sera 
entier. Dans tout autre cas, la différence entre ces deux valeurs étant, 
non pas infiniment petite, mais finie, la fonction (t+a;)"' cessera 
d’étre une fonction continue de met meme deO, quand æ acquerra une 
valeur réelle et négative, et offrira, pour une telle valeur, ce qu’on 
nomme une solution de continuité. 

p 

Donc, si l’on attribue à la notation x 7 ’ le sens que lui a donné 



M. Lamarle, lu fonction 


(i + x)'i 

deviendra discontinue pour un module de x inférieur à l’unité ; et la 
convergence de son développement, dans le cas où l’on aura /*<^i, 
sera due, contrairement à la proposition énoncée par M. Lamarlc, non 
plus à son caractère de fonction toujours continue, qui aura disparu, 
comme on vient de le voir, mais à une circonstance particulière, savoir, 
à l’évanouissement de la somme que j’ai désignée par A dans mon 
Mémoire sur la substitution des fonctions non périodiques aux fonc¬ 
tions périodiques. ( Voir les Comptes rendus des séances de VAcadémie 
des Sciences, séance du io juin 1 844 -) 

La fonction (i-|--a?) w reprendra, pour un module de x inférieur à 
l’unité, le caractère de fonction toujours continue, et par conséquent, 
le théorème qui fait l’objet de cetarticle lui sera immédiatement appli¬ 
cable, si l’on attache à la notation x m , pour le cas où m cesse d’etre 
entier, le sens que je lui ai donné dans mon Analyse algébrique, en 
supposant que dans la formule 

— r w (cosm.O -1- \i — i siiunO), 

0 varie entre les limites — On pourra meme sans inconvé¬ 

nient généraliser cette convention et faire varier l’argument 0 depuis 
la limite —n jusqu’à la limite-b r., pourvu qu’on ne lui permette 
jamais d’atteindre la limite inférieure —r,, mais seulement de s’en 
approcher indéfiniment. Dans l’une et l’autre hypothèse, aux deux 
valeurs de x, déterminées par les équations (8), répondront, en vertu 
des formules (io) et (ij), des valeurs de a sensiblement nulles, et, 
par conséquent, des valeurs de (j + a:)"‘doiit la différence sera infini¬ 
ment petite, aussi bien que la différence entre les deux valeurs assi¬ 
gnées à la variable x. 

Comme je l’ai remarqué dans mon Analyse algébrique (chap. VIII), 
« lorsque les constantes ou variables comprises dans une fonction 
a donnée, après avoir été supposées réelles, sont ensuite supposées 


» imaginaires, la notation à Faille cle laquelle on exprimait la lonction 
» dont il s’agit ne peut être conservée dans le calcul qu’en vertu de 
» conventions nouvelles, propres à fixer le sens de cette notation dans 
» la dernière hypothèse. » D’après ce qu’on vient devoir, la nature des 
conventions a une influence marquée sur le caractère des fonctions 
considérées comme continues; de sorte qu’en passant d’un système 
de conventions à un autre, on peut rendre discontinues des fonctions 
qui étaient continues et réciproquement. D’après cette remarque, il 
n’y a pas lieu de s’étonner que les développements de certaines fonc¬ 
tions restent convergents, dans le cas où ces fonctions deviennent 
discontinues, puisqu’on modifiant les conventions admises, on peut 
quelquefois enlever à une fonction dont le développement était 
convergent le caractère de continuité. Pour rendre plus souvent appli¬ 
cable le théorème sur la convergence des développements, il est 
évidemment utile d’adopter les conventions qui conservent ce caractère 
le plus longtemps possibles aux fonctions employées dans le calcul. 

Cherchons à fixer, d’après ce principe, le sens qu’il serait bon 
d’attacher aux deux notations 


l(,r), 

la lettre 1 indiquant un logarithme népérien, et ni un exposant quel¬ 
conque, positif ou négatif, entier ou fractionnaire, réel ou imaginaire. 
Il est d’abord évident que, si l’on convient d’étendre à des valeurs 
quelconques, réelles ou imaginaires, de x et de m la formule 

(ta) , 

qu’il est facile d’établir quand x et ni sont réels, æ étant positif, la 
question se trouvera réduite à la recherche de l’expression imaginaire 
qu’on devra représenter par l(.x). Or, la variable x étant imaginaire et 
déterminée par l’équation (3), les divers logarithmes népériens de .x 
seront les diverses valeurs de y, propres à vérifier la formule 


et ccs diverses videurs seront celles que lournit l’équation 

y — !(/■) + 0^—1, 

dans laquelle l(r) désigne le logarithme népérien et réel du module r, 
quand on attribue successivement à l’argument 0 toutes les valeurs 
qu’il peut recevoir. Mais les calculs n’oindraient plus rien de précis, si 
l’on représentait par la seule notation l(j;) ces diverses valeurs. Il 
importe donc de choisir l’une d’entre elles, pour lui appliquer cette 
notation. D’ailleurs, la variable 

x — /' e r> 1 

pourra successivement acquérir toutes les valeurs possibles, si l’on 
lait varier le module r entre les limites r ~ o, /■ = «, et l’argument p 
entre les liimites 

/> = O — 7T, p = Cp -I- TT, 

9 désignant un angle fini quelconque, en excluant même une de ees 
limites. Donc le sens de la notation l(u;) se trouvera complètement 
fixé pour chaque valeur de x, si l’on prend 

(i3) 1(*0 = 1('0 + 0 v/— 

en supposant que l’argument p varie entre les limites <p — ~, o-f-r., 
sans pouvoir jamais atteindre une de ccs deux limites. D’autre part, 
comme dans le cas où x est réel et positif, on est convenu de repré¬ 
senter par l(ic) le logarithme réel de x, il faudra que, dans l’équa¬ 
tion (i 3 ), 0 se réduise à zéro quand x sera réduit à r\ par conséquent, 
il faudra que la valeur zéro de l’argument 0 soit comprise entre les 
limites c o — r., 9 H- r.. Cette dernière condition se trouve remplie lors¬ 
qu’on suppose <p = o ou 9 = r., c’est-à-dire lorsqu’on fait varier 0 de o 
à 2 tc, en excluant la limite supérieure ar., ou de —tc à —tt, en 
excluant la limite inférieure —r., ou môme plus généralement lors¬ 
qu’on attribue à l’angle 9 une valeur comprise entre les limites o, ri, 
en excluant l’une des deux limites de G. 

Entre les trois suppositions que nous venons d’indiquer, les deux 


premières sont les plus simples, et l’on pourrait être tenté de choisir 
la première, comme l’a lait M. Lamarle. Mais il importe d’observer 
qu’alors les fonctions 

i(x), œ m 

cesseraient d’ètre continues dans le voisinage de valeurs réelles et 
positives de a?, ce qui ne serait pas sans inconvénient. lien résulterait, 
par exemple, que, pour des valeurs du module r inférieures à l'imité, 
les deux fonctions 

(H- 

ne seraient plus des fonctions toujours continues de x et de 0, comme 
dans le cas où l’on pose <p = o. Au contraire, lorsqu’on adopte la 
seconde supposition, c’est-à-dire lorsqu’on fait varier Û depuis la limite 

— m exclusivement jusqu’à la limite n inclusivement, les deux expres¬ 
sions 

l(l + æ), (i -I- jj) m 

restent fonctions continues de x, pour toute valeur du module r infé¬ 
rieure à l’unité. En effet, posons 

(i/i) i-w-e 0 ' 1 - 1 — p 6' av-1 , 

l’argument a étant assujetti, connue l’argument 6, à varier entre la 
limite — r. et la limite r. sans jamais atteindre la limite inférieure. On 
aura, comme ci-dessus, 

i -I- r coisO = p eus a, r sinO = p s in a ; 

par conséquent, 

iH-cusO . r . . 

coscc=- >■ o, siuœr. -suit), 

P P 

et, tandis que l’argument Û variera entre les limites — rc, -|~ r., en pas¬ 
sant par la valeur zéro, l'argumenta, toujours compris entre les limites 

— ~ H- g ’ puisque son cosinus sera positif, variera, avec a?, par degrés 
insensibles, et passera de la valeur zéro à la valeur —arc sine, puis 



reviendra de celle-ci à la valeur zéro, puis, ensuite, passera de la 
valeur zéro à la valeur arc sin7-, puis, enfin, reviendra de celle-ci à la 
valeur zéro, c’est-à-dire à sa valeur primitive. D’ailleurs, a variant 
avec x, comme on vient de le voir, par degrés insensibles, et le module 

p = \J I H- /'- -t- 2 /• COS 0 

jouissant évidemment de la meme propriété, il est clair que les fonc¬ 
tions I(H-.r), (î-f-j-)"’, dont les valeurs seront déterminées par les 
équations 

1 ( i H- j — K P ) ^ \ — ■ -, 

( i H- x )" 1 — c w lo-i-'O — p " 1 e" ,a ' /:rT , 

seront, pour /• i, des fonctions continues de la variable imaginaire x. 

Eu égard à ces considérations, il parait convenable de fixer le sens 
des deux notations 

l(^), 

à l’aide des formules ( 12 ), ( 10 ), ou, ce qui revient au même, à l’aide 
de la formule (i3) et de la suivante : 

(ifj) x" 1 — /•"' e" tül ~ T , 

en assujettissant l’arguinent ô de x à varier depuis la limite — û exclu¬ 
sivement jusqu’à la limite tt inclusivement ( i ). 

En reproduisant, dans les Exercices à? Analyse, le théorème sur la 
convergence du développement de f(x) en série ordonnée suivant les 
puissances ascendantes doa‘, j’ai mentionné, comme condition de con¬ 
vergence, non seulement la continuité de f(x), comme je l’avais fait 

( l ) Depuis la rédaction do col article, en parcourant le Mémoire que M. Bjorling à 
publié sur le développement d’une puissance quelconque réelle ou imaginaire d’un binôme, 
j’ai trouvé, au bas d’une page, uno note où il est dit que cet auteur a présenté à l’Acadé¬ 
mie d’Upsal une Dissertation sur l’utilité qu’il peut y avoir à conserver dans le calcul les 
deux notations x n , l(.z-), dans le cas mémo où la partie réelle de x est négative, 
M. Bjorling vomi que, sur ce point, je suis d’accord avec lui; il reste à savoir si les 
conventions auxquelles il aura eu recours, pour fixer complètement, dans tous los cas, le 
sens des notations x n , l(.r) sont exactement celles que j’ai adoptées moi-même ; et, pour 
le savoir, je suis obligé d’attendre qu’il me soit possible de connaître la Dissertation donL 


eu 1802, mais encore la continuité de Toutefois, une remarque 

de M. Liouville ayant ramené mon attention sur cet objet, m'a engagé 
à l'examiner de nouveau dans un Mémoire sur quelques propositions 
fondamentales du calcul des résidus et sur la théorie des intégrales 
singulières. { Voir les Comptes rendus des séances de C Académie des 
Sciences, séance du iti décembre 1 <Sd 4 -) Un trouve, en effet, dans ce 
Mémoire, le passage suivant : 

« J'observerai que j'ai déduil constamment les divers théorèmes 
» précédemment rappelés (ceux qui sont relatifs au résidu intégral 
)> d’une fonction), et les théorèmes analogues, d’un principe fonda- 
» mental établi dans mes Mémoires de iSuf et de 1(822. Comme je l’ai 
» reconnu dans ces Mémoires, la différence entre les deux valeurs 

» d’une intégrale double, dans laquelle la fonction sous le signe j peut 

» s’intégrer eu termes finis par rapport à l’une quelconque des deux 
» variables que l’on considère, se trouve exprimée par une intégrale 
» définie singulière. Ce principe unique suffit pour montrer que, 
» clans le théorème relatif au développement des fonctions en séries, 
» on pourrait à la rigueur se passer de la considération des fonctions 
» dérivées. Il en résulte donc, conformément à l’observation judicieuse 
)> que M. Liouville me faisait dernièrement à cet égard, qu’entre les 
» deux énoncés du théorème, donnés dans mon Mémoire de r8» j , et 
» dans mes Exercices d'Ànalyse, il semblerait convenable de choisir 
)) le premier. Toutefois, lorsqu’il s'agit du développement des lonc- 
v (ions en séides, la considération des fonctions dérivées me parait ne 
» devoir pas être entièrement abandonnée, attendu que très souvent, 
» comme je l’ai ailleurs dit ailleurs, cette considération est précisément 
» celle qui sert à déterminer les modules des séries. » 

Évidemment, M. Lamarle n’a point connu ce passage puisqu’il 11e 
le cite point, quoiqu’il reproduise la remarque, qu’on peut omettre la 
condition de continuité en ce qui concerne la dérivée. 

Avant de terminer cet article, je ferai encore une remarque. La 





démonstration que j’ai donnée du théorème dans le Mémoire qui a pour 
titre : Considérations nouvelles sur le théorème des suites et sur les lois de 
leur convergence (t. I des Exercices dé Analyse, p. 269 et suiv.) repose 
sur l’établissement de quelques équations qui, réduites à des formules 
de calcul intégral par la réduction de certains accroissements supposés 
très petits à la limite zéro, fournissent, quand on se sert des notations 
ci-dessus admises, les résultats suivants. 

ha formule (1 ) du paragraphe I du Mémoire cité donne 

(l(>) ^ 

ou, ce qui revient au même, 

I 1 >,•/( re {) v ~ 1 ) dS) ■=. i ». 

Les formules ((i), (8), (10) du même paragraphe donnent 
(17) D, f f(r té) — j I ),./(/• d J é-') ,((), 

f U 

(|N) 1 ) r f /(/• 1 ) (H) = o, 

(kj) / j (/’ e°r— 1 ) t/0 — consL. 

J [) 

Or les formules (i( 3 ), (17), (18), (19) sont précisément les équa¬ 
tions fondamentales desquelles M. Lamarle a déduit aussi la démons¬ 
tration du théorème. (Voir les pages idn et 1 33 du présent volume.) 

•T’observerai, en finissant, que la démonstration du théorème énoncé 
pourrait encore se déduire de la formule générale établie pour l’inté¬ 
gration des différentielles exactes dans mes Leçons sur le calcul infini¬ 
tésimal. En vertu de cette formule, si l’on pose 


;’)2 SI R LK UKVKLOPPKlMKiNT DKS F0M:ï10XS 

étant des fonctions x, y, z, . .. continues, du moins entre certaines 
limites, et choisies de manière que le second membre de la formule (i4) 
satisfasse aux conditions d’intégrabilité, et si d’ailleurs on assujettit la 
fonction a à s’évanouir pour certaines valeurs 


^‘oj J Ol J 0i 


de 


j'i 


respecLivemenl comprises entre les limites dont il s’agit, on aura, 
comme il est facile de le prouver, 





■*■> J, 



ZU'tM J'i = > • ' 



’d, J ii, »•) • • • ) f ! H- • • • • 


Or, cette formule devant subsister quand on échangera entre elles les 
variables x, y, s, ..., fournira, par suite, plusieurs valeurs de u, qui, 
dans l’hypothèse admise, devront être égales entre elles. On aura, par 
exemple, si les variables x, y, s, ... se réduisent à deux, 




y) f h‘ + 


<?(x, y„) d.r, 


ou, ce qui revient au même, 


/ J) — ?(‘0 j J) — X(,f 0 , y)\rly\ 

'■v„ *A'o 


puis, en nommant x, y des valeurs particulières de x, y comprises, 
comme #0, r,,, entre les limites entre lesquelles les fonctions 

r), 3c0*-, y) 


restent continues, on trouvera 



EN S K1U U S I) K PUISSANCES. 


;>3 


une variable imaginaire x par l'équation (2), el la différentielle 

?(•?•, y) dz(.r,y) dy 


par l’expression 

J\r c {) ' - - 1 ) d(/• 6 jf) ' ~ 1 ) =r a t] 1 ~ 1 /( r é- 1 ) \dr -|- r <70 \J— i 


les fonetions 


‘/(■'■‘J') 


se trouveront remplacées par les suivantes : 

e° ' /zrî /(/■ e° » ^), /• e° ^ V /=r i f(r c (l ' ~')• 

Supposons d’ailleurs que 

/(.r) =/(r,.«^) 

reste toujours fonction continue de x pour des valeurs de r comprises 
entre les limites 

et prenons —r., H- r, pour limites de l’argument 0 . On tirera de la 
formule (a t ) 


( 22 ) e°' /z;i [/?/(/?• o e °' / - 1 )]^0 


Enfin, si l’on pose i\ — o dans la forme (i( 3 ), elle donnera 
( 23 ) j sf(z)clp = o, 

la valeur de s étant 

s = /? e° ^ 


L’équation (a 3 ) suppose seulement que la fonction/(.s) reste continue 
entre les limites o et B du module de z. Si, dans cette meme équation, 

r f r* \ _ /Y ty 1 \ 

on remplace/(^) par ■ - ? alors, en supposant le modulez; de x 
inférieur au module R de 5, on trouvera 



puis, en développant le rapport suivant les puissances ascendantes 

deœ, on obtiendra la formule de Maclaurin, qui subsistera, ainsi que 
la formule (24), tant que le module de as conservera une valeur infé¬ 
rieure à celle par laquelle la fonction /(a?) cessera d’être finit 1 et 
continue. 





SUR LES INTÉGRALES DÉFINIES 

PRISES 

ENTRE DES LIMITES IMAGINAIRES. 


lîulleli/i de Férussac, Tome III, p. '214-221; 1825. 


Dans un Mémoire présenté à l’Académie des Sciences, le 
28 octobre 1822, ainsi que dans le h/ Cahier du Journal de VÉcole 
Royale Polytechnique, et dans le résumé des leçons données à cette 
école, fai fait voir comment on pouvait parvenir à fixer, dans tous les 
cas possibles, le sens que Ton doit attacher à la notation 



destinée à représenter une intégrale définie, prise entre des limites 
réelles a?„, X; quelle que lut d’ailleurs la fonction réelle ou imaginaire, 
désignée par f(x). J’ai prouvé qu’une intégrale de cette espèce, 
lorsque la fonction/(a?) devient infinie entre les limites de l’intégra¬ 
tion, est en général déterminée, en sorte qu’elle admet une infinité de 
valeurs, parmi lesquelles il en existe une qui mérite une attention 
particulière, et que j’ai nommée valeur principale. Enfin, j’ai montré 
que la considération des valeurs principales des intégrales indéter¬ 
minées, jointe à la théorie des intégrales singulières que j’avais exposée 
pour la première fois dans un Mémoire de t 8 i 4 , suffisait pour établir 



une multitude de formules générales à l’aide desquelles on pouvait 
évaluer on du moins transformer les intégrales définies. Le nouveau 
Mémoire, que j’ai présenté à l’Académie des Sciences, le 28 février 
dernier, a pour but d’appliquer les principes, qui m’ont guidé dans 
ces recherches, aux intégrales prises entre des limites imaginaires. 
On sait que l’emploi de ces dernières intégrales a conduit M. Laplace 
à des résultats digues de remarque. Dans ces derniers temps, M. Mrisson 
nous a dit s’être servi avec succès do ces mêmes intégrales, et de leur 
transformation en intégrales définies ordinaires, pour développer des 
fonctions données en séries composées de termes proportionnels à des 
exponentielles dont les exposants suivent des lois connues. Eu (lu un 
jeune Russe, doué de beaucoup de sagacité, et très versé dans l’analyse 
infinitésimale, M. Ostrogradky, ayant aussi recours à l’emploi de ces 
intégrales et à leur transformation en intégrales ordinaires, a donné 
une démonstration nouvelle des formules que j’ai précédemment 
rappelées, et généralisé d’antres formules que j’avais présentées dans 
It' 1 g" Journal de VÉcole Royale Polytechnique. M. Ostrogradky a bien 
voulu nous faire part des résultats principaux de son travail. Mais ni 
ce travail, ni aucun des Mémoires publiés jusqu’à ce jour sur les 
diverses branches du calcul intégral, n’ontfixé le degré de généralité 
que comporte une intégrale définie prise entre des limites imaginaires, 
et le nombre des valeurs qu’elle peut admettre. Telle est la question 
qui vient de faire l’objet de nos recherches. Sa solution, qui dépend du 
calcul des variations et de la théorie des intégrales singulières, fournit 
immédiatement un grand nombre de formules générales propres, 
soit à l’évaluation, soit à la transformation des intégrales définies. Ces 
formules comprennent, comme cas particuliers, celles que j’ai déjà 
mentionnées, et celles que quelques géomètres ont obtenues depuis 
peu par d'autres voies. 

Des principes développés dans le Mémoire que nous annonçons, il 
résulte que, si l’on désigne par m, y deux variables réelles, par 
z = x- J r y ^— 1 une variable imaginaire, par J\z) une fonction réelle 
ou imaginaire do s, enfin paru?,,, y.,; .Y, V, deux svst.èmcs (h 1 valeurs 


particulières des variables réelles x, y, l'intégrale 

r -\-: ri'” 

( 1 ) J f( Z ) 

.M -1 

aura une valeur unique, lorsque la fonction f(z) ne deviendra infinie 
pour aucune des valeurs de z — x-\-y\j —i correspondantes à des 
valeurs de x comprises entre les limites x nt X, et à des valeurs de y 
comprises entre les limites y (1 , }’. Si le contraire arrive, c’est-à-dire 
si féquation 


se trouve vérifiée par des valeurs de x et do y comprises entre les 
limites dont il s'agit, l'intégrale (i) admettra généralement diverses 
valeurs, distinctes les unes des autres. Mais la différence mitre deux 
quelconques de ces valeurs, étant la somme de plusieurs intégrales 
singulières, c’est-à-dire prises entre des limites infiniment rappro¬ 
chées, pourra être facilement calculée en termes finis. De plus, si l’on 
suppose que les variables x, y représentent dos coordonnées rectan¬ 
gulaires, et si, pour abréger, on indique un point à l'aide de ses 
coordonnées, renfermées entre parenthèses, une ligne à l’aide de son 
équation; chaque valeur de l'intégrale. (1) sera relative à une ligne, 
droite ou courbe, tracée dans le plan des x, y, (h* manière à lier le 
point (x 0 , y 0 ) avec le point (.Y, >'), et dans laquelle un seul point 
réponde à chaque abscisse comme à chaque ordonné! 1 . Cette ligne sera 
complètement déterminée, si l’on assujettit les variables x et y à deux 
équations simultanées do la forme 

('■■>) æ- = <p(/), y = '/(/), 

©(if), %(t) désignant deux fonctions réelles d’une nouvelle variable /, 
qui se réduisent à x 0 et y 0 , pour t — t 0 , il X et )'pour i = T; et la 
valeur particulière do l’intégrale (i), correspondante à la ligne dont il 
s’agit, sera 

(i.) f U'o-i -\ f — ix'(o]/[?(o h-' 7.(o]^- 



On peut, au reste, substituer à cotte ligne un système (le plusieurs 
lignes droites ou courbes, formant un contour qui partirait du point 
(a? 0 , y„) pour aboutir au point (X, Y). On obtiendra un semblable 
système, si bon désigne par <p(p, q, r, . . .), /(p, q, r, . . .) deux fonc¬ 
tions réelles de plusieurs variables p, q , i\ ... propres à remplir les 
conditions 

„ j 9 7 "î ^’il; • • • ) — ■*'»' (/»' 1 0 — 

{ v( //•••) = Y, Z ( l\ O, //...)= F, 


et si l’on assujettit les variables x et/, considérées comme fonctions 
de l’une des quantités p, q , r, ... à vérifier, t" entre les limites p—p it9 
p = P, les équations simultanées 

(0) .r = o(j), <y„, /■„- ;v = y(p, <y 0 , /’ 0 ,. • •) ; 

2“ entre les limites q~q 0 , q= Q, les équations simultanées 

( / ) • * — 9 ( 7/ q i ^ u i • • • n j — ( 7/ Çi j «'•••) ) 


3 " entre les limites r — r () , r = 7 /, les équations simultanées 


(8) = (p /•,...), / = *(/>, Ç, 

Alors l'intégrale ( 4 ) se trouvera remplacée par la somme 
( Q ) r P d \x(/Y Ça, ^0»- • • ) + v ; — I XUy r *"' • •)] 

x/i ©(/>, r/o, /•(,,. • .) H- v/— ' z(7 ; ! 7<>, 7 'o 5 • • •) ! d P 
, r c; 7’ •••)-!- \/— ' x(^ 7i r »— )i 

x/i 9 (7b 7, . .) -y /— t x(P, ry, •) } r/ 7 

r'O/rof/b O, H- \/” 7(7/ O, 

((r 

x /! 9 ( // O, /•,...) + /„(7/ 0, I elr 


Lorsque les équations (6), (j), (8), . . . fournissent une seule valeur 
de j pour chaque valeur de x et réciproquement, la somme (9) repré¬ 
sente, aussi bien que l'expression (4), une valeur particulière, de 




! intégrale (i). Ajoute/- que, dans le cas même où cette condition n’est 
pas remplie, la différence entre deux sommes semblables à la précé¬ 
dente peut être obtenue sous forme finie, et que cette différence, se 
compose toujours d une suite de termes représentés par des fonctions 
connues d'une ou de plusieurs racines de l’équation (2). Ou déduit 
immédiatement de ce principe une multitude de formules générales, 
propres, soit à la transformation, soit à l'évaluation des intégrales 
définies. Parmi ces formules se trouvent comprises celles que j’ai 
données dans le ip 1 ' Cahier du Journal de VÉcole Polytechnique. Ainsi, 
par exemple, en réduisant les variables p, q, r, .... à deux, et posant 
successivement 

(I«) o(l>, q)—l> — .r. yXP' J) ~ <!--)'■ 

(11) o(/>, /■) = rcasp, y(j>, /■) = rdmp. 


puis comparant, dans chaque hypothèse, les deux sommes que fournit 
la formule (9) quand les deux variables changent de rôle, on établira 
immédiatement les équations 


(m) 


et 

O-) 


J ^ /C^+jW- 0^' + v- /( 

f J Çv H- ï \ f — A) d.ï H- f — 1 f J ( 

• r O .Vo 


A' +j'\/— 1) dv 

y \ — 1) dv h- A, 


/• ^ _ _ _ p ' 

! d‘» i - 1 /(/• c /, <‘ ' ~ ’) -I- \/— 1 / 

d r a d/i 0 

-f e l ' s ‘~ 1 /(r ~ ’) dr -w \J — 1 f 


R d ' 1 - J /(/» d ' l/ ~ J ) dp 
/« d‘ ‘ ~ 1 /(/■„ d‘ v ~ ') dp + A. 


Dans chacune de ces formules, A représente une somme de termes 
finis correspondant à diverses racines de f équation (2). Si l’on désigne 
par jeu . . . ces racines, par s un nombre infiniment petit, et par 
m le nombre des racines égales à .a, alors, en posant 


(il) 


, 2.3 ... (//A — 1) 


d><>- 1 c) 

di " 1 1 



SUR I, K S li\TK(ÏK\U«:S DKFIMKS 


(>2 

un aura, jjour déterminer A, une équation de la Tonne 
( i ■> ) A = 2 t:( f, -h T, v — 1 • 

Il est, d'ailleurs, important d’observer qu’on devra prendre pour 

a-.j .si l’on nherche la valeur de A relative à la formule (12), 

relie,s des racines de l'équation (2), dans lesquelles la partie, réelle 
sera comprise entre les limites .r„, X, et le coeflieient de sJ —i entre 
les limites y,,, )\ Au contraire, si l’on veut obtenir la valeur de À 
relalive à la formule (ion devra seuiemenl lenir compte des racines 
dans lesquelles le module sera compris cm Ire les limites /•„, //, et le 
rapport du coefficient de \J —i à la parlie réelle, entre les limiles 
(ang/; 0 et lang/A Enfin, si la i'onelion comprise sous le signe ^ 3 dans 

rime des intégrales que renferment les formules (12) et(i 3 ), devient 
inlinie entre les limites de l’intégration, celui des termes f,, f,, ... qui 
sera roi al i f à la valeur inlinie de la fonction, devra être réduit à moitié, 
et l’intégrale elle même à sa valeur principale. 

Lorsque la (biietion fÇr -{-y v — 1) s’évanouit pour .r = = hx, quel 
que soit }', pour/= oc, quel que soil. œ, on tire de l’équation ( 12) 


(ni) 

J J\-r)cU = 

v— 1 /. /O'v ~0^r + A' 

J 11 

-a — 1 / /ÜV- + A" 

et 

(■ 7 ) 

L 

/(.r) dx — A, 


A se composant de termes relatifs aux. racines de l'équation (2), dans 
lesquelles le coefficient (le \[^~i est. positif ou nul, et A 7 , A", représen¬ 
tant les deux parties dans lesquelles A se divise, lorsqu’on rassemble 




On l.irc encore de la loi*mule (i3 ) 


(>«) 


^(i «/_, V'— t 


A se composant de termes relatils aux. racines dont le module est plus 
petit que 1 unité, et À 7 de termes relatifs à celles de ces racines dans 
lesquelles le cocfIicicnl.de —i est positif. 

Ces diverses formules coïncident avec celles que j’ai données dans 
le Mémoire de nSi/j, dans le Journal de VEcole polytechnique, dans le 
désunie des leçons données à cette école, dans le Bulletin de la Société 
Philomatique , et dans les nouvelles notes ajoutées au Mémoire sur les 
ondes, billes fournissent les valeurs de presque toutes les intégrales 
délinies connues, et celles d’un grand nombre d’autres. Je me conten¬ 
terai de citer quelques exemples. 

Si l’on désigne par a, b, r, .y des quantités positives, par k un 
nombre compris entre les limites o, i, et par F{x) une fonction qui ne 
devienne point infinie pour des valeurs réelles de ,r, ni pour des 
valeurs imaginaires dans lesquelles le coellicient de y—i soit positif, 
on tirera des équations (16) et (17) 

('.m) J 






E(.r] 


/<V) 


/♦V) 


/• d.v 

V- 

d.v 

(,/•—-'V — 1 y 

d.v 


•S= f' F 

v -i 


F(.v] 


d.v 


*£'~ H— /'" 


r.F(r \/— 1). 


/' “H “t* \/ I 


ü, 


‘.ï sill /l'TÏ 


~l F\_{j: H- r)\< 

d l) 


d.t 


On trouvera encore 




— i) 

' a 3 ) / ( —,— 1 ^ J \-=-^= \ d iC ~ — n F 

' 1 j J_j( l -. v y~ l ) 

r 


l{/' — i ) 


tic — a 7ï /"| ( i — /•) V — 1 J pour 

00, 

cl. r — u 


pour r >> i 


De même, o(jj) rej)rés<'n(ant une iraetion rationnelle, el. 0 un an 
renfermé entre les limites o, r., on obtiendra facilement les valeur; 


des intégrales 


J ,r u ~ l cp (æ‘) d.v, J VAjtàbj: cp (./•) (I.r\ J' siucp (,r ) rf.c, 

J /(/•-—ar.rcosO -1- cp(.i‘) rf.r, J' o (./;) arc cot.r c/.r, 

I arc Lang - 1 ■ ' o(.v) d.v, ( /( i H- arcus/Or -\~ /■-) cû(.r) cLv, 

r / • s 111 (J ,! 1 

j at ’° Ul11 ^ i^,r C P(- r ) (h 'ï j - lcu^a>(.r) c/.v. 

J* e n, ’ 0!ibx coa((iainl).v) co(.r) f/.t\ J' cp (u;) c/.r. 


^ 6 >"<os*'*-'siii(ifbiuZ3.r) cp (.r) ('O', ^ ‘ cp (.g) d.i\ 

C * cosc/.r r'hinc/..r . 

J_^v^' r)dv ' •••• 

Ün trouvera en particulier 


( ? -i) 


^0 


S ^ M -' eus ( c/ si h /;,r ) —- 


r cl.r 


H- /- 2 






(»■>) 

( 26 ) 

etc. 


/ .-g " -1 si 

1 UI 


(L K , \ /• c/.r 7T 

S1I1[ •—■ — —--■ — r r -‘c 


a- 1 ,, —hr 


./■- H- /•- 


/ 


cc u > e ,:,is 6 ,r siu( —-—sin/>. 


/■ cLr 


w- -I- /■- 2 


Enfin si, avec M. Legendre, on désigne par r(a?) la fonction 

/ z x ~' 1 e~ z dz, on trouvera 

•A 

n M ( ,hx\'—\ dd‘ 
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(O.S) 


s. (/• — -V \/— I )" 
r* clr. o ~ 

•/_*,(/■ H- ,r v/— iV‘ I ( w 


/»(/•- .c \/~)"(* - * v^) 4 L / - ë 
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4“ <37 \j - l) 4- >27 y/- i) 


, _ . Ç (iv 2 7T r ( a H- b — i ) 

^ c/_ (/• 4 - .r \J —i)"(.ç— \J — i) 1 ' (/’-{-s) a+0 ~ l T(a)l(b) 


(3o) 




(cos/>)“ros&/j dp 


Via -|- i) 


' 1 / a 4 - b \ T , / <7 — /; 

I (-1- i I’-h i 


toutes les fois que l’intégrale renfermée dans le premier membre 
conservera une. valeur finie. 

Ajoutons que des formules précédentes on pourra déduire un grand 
nombre d’autres, soit en remplaçant, dans certains cas, les constantes 
réelles par des constantes imaginaires, ce qui sera permis en parti¬ 
culier pour la formule (24), soit en différentiant ou intégrant par 
rapport à quelques-unes de ces mêmes constantes. 



INTÉGRATION DES ÉQUATIONS 
AUX DIFFÉRENCES PARTIELLES, LINÉAIRES 
ET A COEFFICIENTS VARIABLES (') 


Bulletin de Fêrussnr, Tome IV', p. 71-75; 1825. 


J'ai mon I ré dans ce Mémoire, comment les l'or mules que j’avais 
déduites de la théorie îles intégrales singulières pouvaient être appli¬ 
quées à l'intégration des équations différentielles linéaires, des équa¬ 
tions aux différences finies, et des équations aux différences partielles. 
Les formules que j'avais présentées dans les trois premiers paragraphes 
de ce Mémoire ont été insérées dans le 19° Cahier du Journal de VÉcole 
Royale Polytechnique. Je vais inscrire ici celles auxquelles j’étais 
parvenu dans le j a paragraphe, et qui sont relatives à l’intégration des 
équations aux différences partielles, linéaires, mais à coefficients 
variables. 

J’ai donné dans le 19'* Cahier du Journal cité une formule que l’on 
peut écrire comme il suit ; 

(O v,„ nr„. . . . ) +/(p.,, y,, ci.. h... 

— ( — ) jjj ■ ■ ■ u a,1/v ~ 1 $ A v '~ 1 • • • \/ L- / (jj., V , üï, ...) da dp. dfi dv d.-r dns ... 

entre les limites 

K — -I- ce , (3 — + 00 , . . . , p.zzzp.', v =: y' , ... ; 

a — — x , ,J —: — oc , .... jj.^z >j .", V ■_= y", .... 
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Ksi 

Dans cette formule M, iV. . . • sont des fonctions quelconques des 
variables p., v, tu, . . . ; n représente le nombre de ces variables, et L le 
dénominateur commun des fractions qui représente]] 1 les valeurs de 
p, r/, tirées des équations 

dM dM dM 

f '~dï + ,l lh ''•'■■■■ '• 

dA dA dA 

P dï +f/ dv H r dm ’ 

Knlin p.„, v„, tu„, p M , v,, tu,, ... désignent les divers systèmes de 
valeurs de p., v, tu. . . . propres à résoudre les équations simultanées 

f .1 ) j)J —■ o. A — ii. . .. 

cl composés de valeurs do p. renfermées entre les limites p.\ p.", de 
valeurs de. v renfermées mitre les limites v" .Dans le cas parti¬ 

culier où l'on suppose 

( \ ) :}/-.!• (/. A' — r w . . . 



le nombre des variables .r, y, z, . . . élant égal à n, cl u, c, 

représentant des fonctions tics variables p., v, tu.on Lire de ia 

formule (r) 



cuire les mêmes limites. Dans celle dernière, la fonction /<\n, o) 
remplace la fonelion f\ ’p., v, tu, . . .), les limites p/, p/', '/, v", . . . sonl 
choisies de telle manière que les valeurs correspondantes de //, c, . . . 
puissent être considérées comme dès limites inférieures et supérieures 
des valeurs attribuées aux variables .r, y, z .et L désigne le déno- 








Ajoutons que dans les formules (i) et ( 5 ) on pourrait, au lieu di 

a — i, p \J —i, écrire partout a H- a —i, b- f-( 3 \/—i. a, b 

désignant des constantes arbitraires. 

Concevons maintenant que K, X , Y . T étant des fonction 

quelconques desvariabls x, y, s, .... /, il s’agisse d’intégrer l’équatioi 
aux différences partielles 


CJ 


A v -i- J 


do 


dy 


, r do 

1 — J {i J i "• ••■•!) 


de manière que la variable principale <p se réduise à 
(N ) /,(./•, J>', • • • .) pour / = 


On présentera l'équation (9) sous la forme 

d( I o) d(lo) d { T o ) 

r/, 7 ; 1 cl r (H 

d,Y dV clT 


et la valeur inconnue de <p sous la fornu' 

( 10 ) o rr ( ) jjj . . . c; a i-'—«i l— 1 g P O **) V— 1 dtt dy. r/(3 dv . . . , 




les limites étant celles de la formule (i); u, c.^ ôtant des quan 

fi tés que Ton supposera fonctions des seules variables p., v. i 

Soient d’ailleurs S, U, V, . . ., \Y, et', que deviennent K, X , Y, . . ., ï 

quand on y remplace x par u, r par r.On tirera des équations 

(o)et(io) 

(a o r- | ... e y -v -- 1 v -- 1 . , . Sty da dy. dfi dv . . ., 

( .t’ep — . . ., J cp . jusqu’à 7’cp — . . . 


et 

(10.) 


dA 
dx 
d¥ 
7/y 


2 7T 


. . . e 7 *- n \ V 1 — -i gHO*— '■) \ 


d 77^ ^ 


jusqu a o 


r/7 7 

rA 


• • 5 





enfin on aura 
( i3 ) • • - O 

= Jjf- ■ • e * ix ~“ ] ^ eP v/rT • • • ^oc dp dfi dv .... 

Cela posé, on satisfera évidemment à 1 ’ équation (7) en posant 

<■<> j 

+ { v - wd i^^+-- 

+ s -§~w — -\ -•••••o- 

Pour que cette dernière équation se vérifie sans que u , e, 
deviennent fonctions de a, ( 3 , .... il est nécessaire que Ton ait 


(i5) 

U - 

u 

n 

0 

1 

II 
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et 





(.6) 


dV 

dv 

..)^ + wÿ t =/u h 

i)JW. 


Si Y on veut en outre que <p se réduise à 
(«7) /o(®>7» •••) 

(If ' ' t - a( ‘ r ~ 1 e® (r-v) v ' _1 • • • /o (, a 5 v, . . . ) da dp. dfi dv . . . 


pour t = z 0 , il suffira d'admettre que celte supposition réduit les 
valeurs de u, e, .. ., ^ à celles que déterminent les formules 

(18) u = i r —V, v, ro, . . .)• 


On devra donc alors intégrer les équations simultanées (i 5 ) et (16), 
de manière que les conditions (18) soient remplies pour i = t 0 . 

Pour appliquer à un exemple fort simple les principes que nous 
venons d’établir, supposons qu’il s’agisse d’intégrer l’équation 



de manière qu'on ait 9 =/<,(•'/•, y, j. . . . ) pour t—\. Dans ce cas 
particulier ou tcouvera 

I ~ :v. J y, . . Tz=t. K = — a % /(a-, v ./ ) -r o . 

/ ff. I - y. .... H ' : /, S — y /(//. c. . . . . /)---/»: 


et, par suite, les équations ( 1 5 ) et ( i G ) deviendront 


du 

11 


(u 


n ) 6 -y t 


d.y 

f _ 

dt 

d<s> 

77 / : 


En intégranlcelles-ei de manière que les conditions (i8) soientvériliées 
pour / = i , on trouvera 

y v /. 'b = t a+ " fuiyL, v, . . . ). 

Cela posé, la formule (’iu) donnera 

r o/.<.!■-[)./ \ i y-y \ ~‘i . . . /;,( p, v, . . . ) da d\j. dp dv . . . 




V) \ I 


• • • ./n ( ‘~7 - 5 • • ■ )<7:* d\j. dp dv . . . 




e,e qui est exae.l. 

Comme toute équation aux différences partielles du i 1 ' 1 ' ordre peut 
être remplacée par une équation linéaire du même ordre qui renferme 
mi plus grand nombre de variables, il est clair que la méthode précé¬ 
dente peut être appliquée à l’intégration de toutes les équa,lions aux 
différences partielles dn i ,r ordre. 

En appliquant la même méthode à l'équation linéaire la plus géné¬ 
rale du 2” ordre et. à coefficients variables, et présentant, cette équation 
sous la forint' 

Ka rf‘0 J T) + y(.gj) _ h *1*9) ,<(, 1» 

d,T n - dx dt dr- d.t dt 


on reconnaît qu’on peut toujours disposer de la fonction /(.n, t) de. 



de manière à la rendre intégrable. Exemple : On intègre par relie 
méthode l’équation 

(■/-(.r^O) d~ ( ./'/ O ) d L {t L J‘) _ 

rf.r- d.rrh dt- 


l'on trouve pour son intégrale 

v- épH'' ) -+-/■( g) l - 



DÉMONSTRATION ANALYTIQUE 


D’UNE 

LOI DÉCOUVERTE PAR M. SAVART 
ET RELATIVE 

AUX VIBRATIONS DES CORPS SOLIDES OU FLUIDES. 


Bulletin de Férussuc, Tome XI, p. 111-112; 1829. 


Cette Note, lue à rAcadémie des Sciences le i 3 janvier 1839 et 
insérée dans les Mémoires de VAcadémie des Sciences de Vlnstilul de 
France (2 e série, t. IX, p. 115-119) a déjà été reproduite dans les 
Œuvres de Cauchy, i ro série, t. Il, p. 84 - 85 . 




MÉMOIRE 

SUR Uï MOUVEMENT D’UN SYSTÈME DE MOLÉCULES 
QUI S’ATTIRENT 

OU SE REPOUSSENT A DE TRÈS PETITES DISTANCES 

ET 

SUR LA THÉORIE DE LA LUMIÈRE ('). 


Bulletin de Férussac, Tome XI, p. 112-114; 1829. 


Les équations aux différences partielles,, que j’ai données dans 
les 3 o fi , 3 1 0 et 3 a 1 ' livraisons des Exercices de înathématiques , expriment 
le mouvement d’un système de molécules qui s’attirent et se repoussent 
à de très petites distances, et que l’on suppose très peu écartées des 
positions qu’elles occupaient dans un état d’équilibre. D’ailleurs, ces 
équations peuvent être facilement intégrées par les méthodes que j’ai 
indiquées dans le 19 e cahier du Journal de VEcole Polytechnique, e( 
dans l’application du calcul des résidus aux questions de physique 
mathématique, et alors les valeurs des inconnues se trouvent repré¬ 
sentées par des intégrales multiples dans lesquelles entrent, sous le 
signe s, les fonctions qui expriment à l’origine du mouvement les 
déplacements et les vitesses des molécules mesurés parallèlement aux 
axes coordonnées. Or, ces intégrales fournissent le moyen d’assigner 
les lois suivant lesquelles un ébranlement primitivement produit en un 
point donné du système que l’on considère se propagera dans tout, le 


(’) Lu à l’Académie des Sciences le 12 janvier 1829. 
Œuvres de C. — S. Il, t. II. 


T O 



système. C'est ainsi qui* je suis parvenu aux résultats que je vais 
énoncer, et qui me paraissent dignes de fixer un moment, l'attention 
des physiciens et des géomètres. . . 

1" Si un système de molécules est tellement constitué, que l'élasti¬ 
cité de ce système soit la même en Ions sens, un ébranlement primiti¬ 
vement produit (Mi un point quelconque se propagera de manière qu’il 
(Mi résulte deux ondes sphériques animées de vitesses constantes, mais 
inégales. De e.es deux ondes, la première disparaîtra si la dilatation 
initiale du volume se réduit à zéro; et alors, si l’on suppose les vibra¬ 
tions initiales des molécules primitivement parallèles à une droite ou 
à un plan donné, elles ne cesseront pas d’èire parallèles à celle droite 
ou à ce plan. 

•a" Si un système de molécules est tellement constitué ([lie l'élas¬ 
ticité reste la même, autour d'un axe. parallèle à une droite donnée, 
dans toutes les directions perpendiculaires à cet axe., les équations du 
mouvement, renfermeront plusieurs coefficients dépendant, de la nature 
du svstèine, et l'on pourra établir (Mitre ces coefficients une ridât,ion 
telle que la propagation d’un ébranlement primitivement produit en 
un point du système, donne naissance à trois ondes dont chacune, 
coïncide avec une surface du second degré. De plus, si l’on fait abstrac¬ 
tion de celle des trois ondes qui disparait avec la dilatation du volume, 
quand l’élasticité redevient la meme en (ous sens, les surfaces des 
deux ondes restantes se réduiront, au système d’une sphère et d’un 
ellipsoïde de révolution, cet ellipsoïde ayant pour axe de révolution le 
diamètre meme de la sphère. 

L’accord remarquable de ce résultat avec le, théorème d’Huygciis 
sur la double réfraction de la lumière dans les cristaux à un seul axe, 
nous a paru assez important pour mériter d’être signalé, et nous 
croyons devoir en conclure que les équations du mouvement de la 
lumière sont renfermées dans celles qui expriment le mouvement d’un 
système de molécules très peu écartées (finie position d’équilibre. 


SUR 

UN NOUVEAU PRINCIPE DE MÉCANIQUE. 


Bulletin île Férussae, Tonie XII, jj. 116-1 -j> i ; iSay. 


On enseigne dans les divers traités de Mécanique qu’il y a perte de 
forces vives toutes les fois que les vitesses des corps éprouvent un 
changement brusque, et que cette porte de forces vives a pour mesure 
la somme des forces vives dues aux vitesses perdues. Mais cette propo¬ 
sition, que l'on a nommée Théorème de Carnot, est évidemment 
inexacte, ainsi que la démonstration par laquelle, on prétend l’établir. 
C’est ce dont il est aisé de se convaincre à l’aide des considérations 
suivantes. 

Observons d’abord que. dans les mouvements qui nous paraissent 
instantanés, par exemple dans le choc des corps, il n’y a jamais de 
changements brusques dans les vitesses. Roulement la vitesse d'un 
point matériel peut varier sensiblement en direction et en intensité 
dans un temps très court et qu’on ne peut mesurer. Dans le choc des 
corps les variations des vitesses sont dues aux actions mutuelles des 
molécules dont ils se composent. L’observation que nous venons de 
faire est également applicable aux corps élastiques ou non élastiques. 
La seule différence qui existe entre les uns et les autres, c/est que les 
actions mutuelles des molécules dépendent uniquement dans les corps 
élastiques des distances qui séparent ces molécules, tandis qu’elles 
dépendent à la fois du temps et des distances dans les corps non 
élastiques. A la vérité, on pourrait donner le nom de changement 



on sait très bien que le théorème ci-dessus mentionné devient inexact 
pour ces sortes de corps; et, pour éviter l'objection qui en résulte, les 
auteurs des traités de mécanique ont été forcés de dire que les vitesses 
varient d'une manière continue, quand les corps sont élastiques, et 
brusquement quand les corps cessent de l'être. Mais cette distinction 
entre des mouvements continus et discontinus est purement illusoire, 
comme nous l’avons déjà remarqué; et, par conséquent, il est impos¬ 
sible d’admettre que la perte de forces vives soit la somme des forces 
vives dues aux vitesses perdues, toutes les fois qu’il y a changement 
brusque dans les vitesses. 

Il est également facile de reconnaître l’inexactitude de la démons¬ 
tration par laquelle on prétend établir le théorème ci-dessus mentionné. 
En effet, cette démonstration consiste à remplacer dans l'équation 
différentielle des forces vives les forces motrices qui seraient propres 
à maintenir le système en équilibre, par les quantités de mouvement 
perdues dans le choc. Or, une force motrice appliquée à un point 
materiel no peut être mesurée par la quantité de mouvement que le 
point matériel perd ou gagne dans un instant très court, que dans le 
cas où cette force motrice reste sensiblement égale et parallèle, à elle- 
même pendant cet instant. Mais c’est précisément le contraire qui 
arrive lorsque cette force motrice produit ce qu’on nomme un change¬ 
ment brusque de vitesse. Donc la démonstration que nous venons 
d’indiquer est inexacte; et, en effet, si l'on pouvait l’admettre, elle 
s’appliquerait aussi bien aux corps élastiques qu’aux corps non élas¬ 
tiques; et, par conséquent, elle conduirait aune absurdité. 

Toutefois, comme dans les applications de la dynamique, on a souvent 
à considérer des mouvements dans lesquels les variations de la vitesse 
sont presque instantanées, il était à désirer que Ton pût obtenir des 
formules générales spécialement applicables aux mouvements dont il 
s agit. Or, en réfléchissant sur cet objet, j’ai été assez heureux pour 
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découvrir un nouveau principe de mécanique qui peut être employé 
avec avantage dans le choc des corps élastiques ou non élastiques, et 
que je vais exposer en peu de mots. 

Considérons un système quelconque de points matériels assujettis à 
des liaisons quelconques et soumis à des forces motrices données. Un 
mouvement virtuel de ce système, au bout d'un temps quelconque t, 
sera un mouvement compatible avec les diverses liaisons telles qu'elles 
subsistent à cette époque; et les vitesses virtuelles des différents points 
matériels ne seront autres que les vitesses qu’ils pourraient acquérir 
dans un mouvement virtuel. Enfin le moment virtuel d’une force 
appliquée à l’un des points du système, sera le produit de cette force 
par la vitesse virtuelle du point projeté sur la direction de la force. 
Cela posé, pour obtenir toutes les équations propres à déterminer le 
mouvement du système, il suffira, comme l’on sait, d’écrire, que dans 
un mouvement virtuel quelconque, la somme des moments virtuels 
des forces appliquées est équivalente à la somme des moments virtuels 
des forces qui seraient capables de produire les mouvements observés, 
si tous les points devenaient libres et indépendants les uns des autres. 
Concevons maintenant que, pendant un instant très court Aï, compté 
à partir de la fin du temps /, les vitesses varient sensiblement en 
direction comme en intensité, sans devenir infiniment grandes, et en 
vertu d’actions développées par le choc de certaines parties du système. 
Construisons d’ailleurs un parallélogramme qui ait pour un de ses 
côtés la vitesse d’un point du système à la fin du temps t, et pour 
diagonale la.vitesse du même point à la fin du temps L’autre 

côté mesurera ce qu’on appelle quelquefois la vitesse gagnée ou perdue 
par le point pendant l’instant Az, et le produit de cette vitesse par la 
masse du point sera de même la quantité de mouvement gagnée ou 
perdue pendant l’instant A/. Enfui, comme chaque point ne changera 
pas sensiblement de position pendant l’instant A t, et qu’en consé¬ 
quence la vitesse virtuelle pourra être regardée comme invariable, le 
moment virtuel de la quantité de mouvement gagnée ou perdue sera 



par dt 1(* îiiomonï virtuel do la force capable de produire le înouvemenl 
observé, on eiïeeüiera l'intégration relative à / entre deux limites donl 
la différence sera exprimée par \t . Donc la somme des moments 
virtuels des quantités de mouvement acquises ou perdues se déduira 
par une intégrale toute semblable de la somme des moments virtuels 
des forces qui seraient capables de produire les mouvements observés 
si les points étaient libres, et, par conséquent, de la somme des 
moments virtuels des forces appliquées. Or, dans cette dernière 
somme, les seules forces qui auront des valeurs très considérables 
seront les forces moléculaires développées par les chocs, et elles dispa¬ 
raîtront de la somme dont il s’agit si le mouvement virtuel est tellement 
choisi que deux molécules qui réagissent l’une sur l'autre offrent des 
vitesses égales et parallèles. Donc, pourvu que celte condition soit 
remplie, la somme des moments virtuels des forces appliquées sera 
une quantité finie, et l’intégrale, dont nous avons parlé plus liant sera 
sensiblement nulle. 

11 en résulte qu’on peut énoncer généralement la proposition 
suivante : 

Lorsque dans un système de points matériels les vitesses varient 
brusquement en vertu d’actions moléculaires développées par les chocs 
de quelques parties du système, la somme des moments virtuels des 
quantités de mouvement acquises ou perdues pendant le cime, est 
mille toutes les fois que l’on considère un mouvement virtuel dans 
lequel les vitesses de deux molécules qui réagissent, l’une sur l’autre 
sont égales entre elles. 

S’il arrive qu’après le choc tout point matériel qui a exercé une 
action moléculaire sur un autre point se réunisse à ce dernier, le 
principe que nous venons d’énoncer fournira toutes les équations 
nécessaires pour déterminer, après le choc, les mouvements de toutes 
les molécules ou de tous les corps dont se compose le système proposé. 
Dans le même cas, l’une de ces équations, savoir celle qu’on obtient 
ci faisant ctïn ‘ni** I v vil i ss v v rlue.lles avec les viles m*- e.ffe.el ‘vos 


n i n i 1 : > > w i > ij • \ i innuri’j \> i r, t j \ 1 > 1 r,. 1*1 

après le choc, exprimera que la perte de forces vives est la somme des 
forces vives dues aux vif esses perdues. 


Formules relatives au nouveau principe de mécanique. 


Considérons un système quelconque de points matériels m, né . 

assujettis à des liaisons quelconques et soumis à des forces P, P'. 

dont les projections algébriques soient respectivement X, Y, Z. 

En désignant par se, y, z, les coordonnées du point matériel m, par to, 
sa vitesse au bout du temps i n et par a, y, les angles que forment la 
direction de la vitesse co avec les demi-axes des coordonnées positives, 
on aura 


CO 


1 dp 


o.r -4- 


d\y 

dP 


or 


d-z 

dp 


\ OU' -h "V O V o- Z 0 : 


ou ce qui revient au meme 


(a) 


( d. r,) r.ori Cf. d. 6 ) r< » - 

I ---o,r - r _ -or 


d/ 


d.t. 


d. o) ci js A \ 

7 ü~^ oz ) 


~ X. ou' H- V ô )' -1- Z oz -I- .... 


la caractéristique o étant relative à un mouvement virtuel quelconque. 
Concevons maintenant que, pendant un instant très court 0 = A/, les 
vitesses varient sensiblement en grandeur et en direction sans devenir 
infiniment grandes, et en vertu d’actions moléculaires développées par 
le choc de certaines parties du système. Comme les positions des 

points m, né .(d les liaisons ne seront pas sensiblement altérées 

pendant le meme instant, on pourra regarder oæ, oy, qjs, comme inva¬ 
riables, (il. en intégrant les deux membres de l’équation (a) entre les 
limites / = o, / = 0, on obtiendra une autre équation 


(.'!) m ; (f>) c.ns y - - ai,, rosse,, ) ou: 4- (fo cosc — cuso„) o r 

H- (oi cos y — fi),, cos y n ) oc 
«0 J) r <i 

z.-o.r ! Xdt i oy J Y d/ -i o^ / Z dl -l- . . . 

«-'il •’ll * U 


Y) 


\ o.y -I- ’t o)' -h Z os-!-... ! dt- 


Or, dans la somme Xo#-f- Yoy-f- Z oz -+-••••> les quantités X, Y, Z, 
auront généralement des valeurs finies, à l’exception de celles qui 
renfermeront les projections algébriques des forces moléculaires déve¬ 
loppées par le choc; ajoutons que les termes relatifs à ces forces molé¬ 
culaires disparaîtront si le mouvement virtuel est tellement choisi que 
deux molécules qui réagissent l’une sur l’autre aient des vitesses 
virtuelles égales et parallèles. Donc alors la somme Xoæ+. . 
conservant une valeur finie, le dernier membre de l’équation ( 3 ) sera 
sensiblement nul, et l’on aura 

(4) ni j (w cosa — G) 0 cosa„) d.v -t- (r<) cnso — <■>>„ cos6„) or 

-1- (o) cosy — o> ( , cosy,,) 03 H- . . . ; — 

Application. — Si les masses m, ni! .peuvent se mouvoir de 

manière que leurs distances restent invariables, en sorte que les 
mouvements de translation parallèles aux axes des x, y, z, et les 
mouvements de rotation autour de ces axes soient compatibles avec 
les liaisons données, on déduira de l’équation (4) les six équations 

Î mr,) cos m co { , cosa„ 

Dl(x) cos S -|-... m //?.«„ cos 6 0 H-.... 
cosy —ni cosyo h— . - ., 

y cosy — 3 cos6) -4- . . ni ù>„(j cosy 0 — 3 coso,,) -h. . ., 

ni o) ( 3 cos a — x cos y m &)„ ( ,3 cos a„ — ,v cosy,, ) - 1 - . . ., 

m m ( .v cos 6 — r cos a ) +. . . — m w 0 ( x cos 6 0 —- y cos )+.... 

Ces six équations expriment que la quantité de mouvement principal 
et le moment linéaire principal relatif aux quantités de mouvement 
conservent les memes valeurs avant et après le choc. 

Si, après le choc, les masses ni, m', . . . se meuvent effectivement 
. de manière que leurs distances restent invariables, ou pourra prendre 

( 7 ) èx =. m cos a àt, 8y = oi cos 6 Az, as = ^ cosy A/. 

Et la formule ( 4 ) donnera en transformant et réduisant 


(8) ni co- H- m r m’- ~ ni row,, ( cos a cos a„ -4- cos 6 cos 6 0 -1- eus y cos y„) -| .. ., 


Si l’on fait pour plus do commodité 

/ oi cos a — oi„ cosa„= o> t cos a,, 

( c) ) 1 (x) cos 6 — r,i 0 cos 6 n = o) i cos S i, 

( c.) cos y — co 0 cos y ( ) — w, cosyi 

on aura 

(to) r,)f “ <'»>- —( - oi 2 — 2 o>oi„(rosa ros<z M -|- cosS rns6 () -f- cosyrosy,,) 

et, par suite, 

( t r) oi 2 -h oi] — oi J-j =r i | o » 2 — 0)0),, ( cosa rosa„ -\- rose enso» -+- cos y cos 

Cela posé, la formule (8) multipliée par 2 donnera 

(12) - ni oi 2 H- 2 ni oij — 2 m 01 l—O, 

OU 

(13) 


imoif, — Z ni m --+- i/noijf. 


SUR 

LE PRINCIPE DES FORCES VIVES. 


Bulletin de Férussuc, Tomo XII, p. 121-122; 1829. 




Soient m, m 1 , ..., des masses soumises à des forces quelconques P, 
P', . . et liées entre elles d’une manière quelconque. En désignant 
par x, y, z, . . ., les coordonnées des points matériels m, m 1 , . . ., 
par X, Y, Z, . .., les projections algébriques des forces P, P 7 , ... } on 
aura 

(1) nu,) du H- ni' y de,)' 4 -. . . 

= X dæ H- Y dy 4- Z dz 4- Y/ d,r:' -4- Y 1 dy' -4- 7J dz' -4-. ... 

Concevons maintenant que le point matériel m parte de la position O 
et parvienne au bout du temps i dans la position A; en parcourant une 
courbe ONA; puis qu’après avoir tracé les droite,s Oo, N/?,, À a qui 
indiquent pour chaque point de la courbe ONA la direction de la force 
motrice P, on construise une courbe ona normale à toutes ces droites. 
Si l’on nomme p la distance ka on aura 

( 3 ) 7— - .-.. Iim— 7 , - 

d.x~ 4- dy~ 4~ dz~ A.24-4- Aj / " 4 — AcC" 

pour le cosinus de l’angle aigu ou obtus formé par la direction aA 
avec la direction de la vitesse. D’ailleurs 

X da; -4- Y dy 4 -Xdz 
P \j doc ~ 4- dy ~ 4 - dz ~ 


( 3 ) 



ouït uu riiiiMjiriî, M) HL liS \ L \ liS. 
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est le cosinus de l'angle aigu ou obtus formé par la direction de la 
force P avec la direction de la vitesse. On aura donc 

( é ) ± P dp ■=. X dx a- Y dy - \-Ldz , 

( 5 ) m o) dw -+-. . . — ± P dp ± .... 

le signe 4 - ou — devant être adopté suivant que la direction aX sera 
(‘elle de la force P ou la direction opposée. La formuleXéLr-f-Yûfj+Zfib 
sera une différentielle exacte, et, par conséquent, le principe des forces 
vives aura lieu toutes les fois que la force P sera une fonction de la 
longueur/». C’est ce qui aura lieu lorsque la force accélératrice, étant 
constamment dirigée vers un point fixe ou perpendiculaire à un plan 
fixe, sera fonction de la distance du point matériel au point fixe ou au 
plan fixe. 

Pour deux points qui s’attirent ou se repoussent, on trouvera 
± P dp ± P' dp’ =z ± P dr ; 

le principe des forces vives aura donc lieu si la force P est fonction de 
la distance des deux points matériels. 



MÉMOIRE 

SUR L’APPLICATIOÏN I)U CALCUL DES RÉSIDUS 
A L’ÉVALUATION 

ET 

A LA TRANSFORMATION DUS PRODUITS COMPOSÉS 
D’UN NOMBRE INFINI DE FACTEURS C). 


Bulletin, de Férussnc , Tome XIJ, p. 202-205 ; 1S29. 


On sait qu’une fonction entière de la variable «t* peut toujours être 
décomposée en facteurs linéaires qui, égalés séparément à zéro, four¬ 
nissent les diverses racines de l'équation algébrique, dont le premier 
membre serait précisément la fonction dont il s'agit. Cotte propriété 
des fonctions entières subsiste pour quelques fonctions transcendantes. 
Ainsi, par exemple, siiu; et cosu;- sont décomposables en facteurs 
linéaires, qui, égalés séparément zéro, fournissent les diverses racines 
des équations sina? = o, cos.'r = o. Mais on se tromperait si l’on 
attribuait la propriété ci-dessus énoncée à toute espèce de fonctions, 
et il peut arriver que le produit P de tous les facteurs linéaires corres¬ 
pondant aux diverses valeurs de x, pour lesquels une fonction trans¬ 
cendante s’évanouit, ne soit pas équivalent ni même proportionnel à 
cette fonction. Ainsi, en particulier, les seules valeurs de x, propres à 
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faire évanouir la fonction e r — i sont comprises dans les formules 

.v = a, .r = ±/iT:\ — i, 

x étant un nombre 1 entier quelconque,.et cependant le produit P de x 
par tous les facteurs linéaires de la forme 


nr.\J — ( 

n’est pas équivalent ni menu» proportionnel à e r —i. Mais on a dans 
ce cas 

x 

c '' — r — U r*-, 

en sorti; ({lie, pour obtenir la fonction transcendant! 1 e x —i il faut 

multiplier le produit P par lin nouveau facteur e~ qui n'est point 
linéaire, ni décomposable en facteurs linéaires déterminés, et qui ne 
s’évanouit pour aucune valeur finie de la variable x. On voit donc que 
les principes qui servent de base à la décomposition des fonctions 
entières en facteurs linéaires, ne sauraient s'appliquer aux fonctions 
transcendantes. D’un autre côté, il était à désirer que l’on pût établir 
des formules générales propres à l'évaluation ou à la transformation 
des produits composés d’un nombre infini de facteurs, ainsi qu'à la 
décomposition des fonctions transcendantes en produits de cette 
espèce. Or, j’ai reconnu qu’on pouvait appliquer très utilement à ces 
questions le calcul des résidus qui offre tant d’avantages dans la 
sommation des séries, dans l’évaluation des intégrales définies, et dans 
l'intégration des équations différentielles ou aux différences partielles. 
C’est ce dont on se convaincra facilement à la lecture du Mémoire que 
j’ai l’iionncur d'offrir à l'Académie. Pour donner une idée des résultats 
auxquels je suis parvenu, je me contenterai de citer entre autres la 
proposition suivante : 

Théorème. — Soient f (z), F(^) deux fonctions de la variable z qui 
restent finies et continues ainsi que leurs dérivées des divers ordres pour 
toutes les valeurs finies de z, et qui ne s'évanouissent ni Vune ni Vautre 


APPLICATIONS DU CALCUL DLS KLM DUS. 


8 G 

pour z — o. Soient d'ailleurs a, y, ..., les racines de Véquation 
(O /(-) = “> 

À, [J-, v, . . ., ce/fe (/<? Véquation 

(■>.) !*(-)= o 


et x une nouvelle variable. Si le rapport 


(■'-!) 



s'évanouit pour des valeurs infiniment petites ou infiniment grandes , 
mais convenablement choisies du module r de la variable z, on aura 


(- 1 ) 



/(•>) ‘ /(<>) ‘ /(«) 



L(o) F(u) K(o) 


Il est facile de vérifier l’exactitude de la formule (V dans le cas 
où /(-), F(/) se réduisent à deux fonctions entières. Si, la fonc¬ 
tion/^) étant entière, on prend 


la mémo formule donnera 


F( = ) 


sill T. \lZ 


(5) 



/(<>)’ /(O) ' /(<>) 


SII17T 


y/'i si " V'g si " g y/'f 


Le second membre de l'équation ( 5 ) étant composé d’un nombre fini 
de facteurs égal au degré de /(/), il résulte de cette équation qu’on 
peut toujours évaluer le produit 



/(°) /(<>) ./‘( ( >) 


composé d’une infinité de facteurs, c’est-à-dire de tous les facteurs de 



la îormc 


/ 



/(*>) 


Si l’on pose ou particulier f(z) = i — 
formule cou une 

(«> ('-''■K'-fX'-l 

Si l*ou prenait successivement 


l’équation ( 5 ) reproduira la 

_ siii7r\ / w 


i'(z) = siti s — s cos:, 

P( -|- h) sin : — az cos 

P(:) nr (e : -h e~ z ) cos g — 2, 


ou obtiendrait, au lieu des équations ( 5 ) et (( 3 ), de nouvelles formules 
que je me dispenserai d’écrire. 

Enfin, si l’on supposait 

• 71 r 

sui— y z 

= -> !<( = ) = cos^» 

ïïV = 

ou tirerait de l'équation (4) 

« • r ■ ‘-r 

6 sui 5 SIM — • • • ! 

.r .r :r sm.r o ;> 

(~) cos - cos — cos — • • • —---- 

a /| 0 ,c ./■ .r 


puis on en conclurait, en remplaçant æ par x\J — i, 


( 3 ) 


i i i 

7 •*’ — ,- r r v 

e 1 e 1 e r ' ■ 


i ii i 

- x -.c - x — r x 

, e -x (At — g a g; - g o _ 


2.r 


3 T . 


- æ 


Au reste, le théorème ci-dessus énoncé n’est qu’un cas particulier 
d’un théorème plus général qui sert à évaluer le rapport entre les 
produits que renferment les deux membres de la formule (4)» à l’aide 
d’une exponentielle dont l’exposant est une intégrale définie. 




MÉMOIRE 

SUR LA. THÉORIE DES NOMBRES ('). 


Bulletin de Férussac, Tome XII, p. 20G-221; 1829. 


I. Considérations générales . 

Dans la science des nombres, Tune des propriétés les plus impor¬ 
tantes et les plus fécondes en conséquences dignes de remarque, est le 
théorème connu sous le nom de loi de réciprocité entre deux nombres 
premiers. On sait en particulier que cette proposition sert de base à la 
théorie des résidus quadratiques. Or, des recherches relatives à la 
résolution des équations binômes, après m’avoir fourni une démons¬ 
tration nouvelle de la loi de réciprocité dont il s’agit, m’ont conduit à 
reconnaître qu’il existe une infinité de lois du meme genre, mais d’un 
ordre plus élevé, et j’ai vu découler immédiatement de ces lois des 
théories nouvelles, savoir : la théorie des résidus cubiques et généra¬ 
lement des résidus fournis par des puissances d’un degré quelconque. 
D’ailleurs l’analyse par laquelle je suis parvenu à découvrir ces mêmes 
lois, m’a offert le moyeu de résoudre algébriquement une foule 
d’équations indéterminées et d’établir des théorèmes dignes de l’atten¬ 
tion des géomètres, .levais indiquer ici les principes sur lesquels repose 
cette analyse et les résultats divers que l’on peut en déduire. 


( i ) Lu à l’Académie royale des Sciences le 21 seplombro 1829. 



II. Principes fondamentaux. Formules déduites de ces principes. 

Soit n un nombre entier quelconque. Je dirai que les nombres 
entiers positifs ou négatifs u et e sont équivalents suivant le module n , 
lorsque la différence u — cou o — u sera divisible par n; j’indiquerai 
cette équivalence, nommée congruence par M. Gauss, à l’aide de la 
notation 

a ~ r (inod. n) 

employée par ce géomètre. De plus, p étant un nombre premier, je 
dirai avec M. Poinsot que p est une racine primitive de l’équation 

(1) 

et r est une racine primitive de l’équivalence 

( 2 ) x n =\. (mod . j>) 

lorsque p" sera la plus petite puissance de p qui se réduise à l’unité, 
et r n la plus petite puissance de r équivalente à l’unité suivant le 
module p. 

Cela posé, désignons par 0 une racine primitive de l’équation 

(3) 

et par t une racine primitive do l'équivalence 

(4) .rP (itiod./;). 

t sera ce qu’011 nomme une racine primitive du nombre p. Ajoutons 
que si l’équivalence (2) admet des racines primitives r, p — 1 sera 
divisé par n , et si l’on fait 

(5) /; —! = //ro, 

on pourra prendre 

(G) '■ = '"• 

Représentons d’ailleurs par h , k deux nombres entiers quelconques : 
enfin soit 


( 7 ) 


0 = 0-1- a 0' h- o 2 0 /2 -b .• • ~b op 2 





r 


clc sorte qu’on aiL = 0 et@ 0 =— i. Les expressions de la forme @ /( 0 

jouiront de propriétés remarquables que nous allons faire connaître 
Si d’abord on suppose h -+• k divisible par /? on aura 

(y) 0/(0/-— ( i )~' 1 ' p — ( i ) m/ ' [>■ 

ün trouvera, pai* exemple, en prenant k =—h 

(10) 0*0-/!= (-r)^V- 

Si h H- k n’est pas divisible par n, on cherchera les plus petits nombres 
et j propres à vérifier les formules 

(11) mh~i (mod. >/), mk=j (mod. «), 

rn désignant un quelconque des nombres entiers o, i, lx, 3 , n — i 
puis ou représentera par P m une quantité nulle ou égale au coefïicicn 
de dans le développement de (i -f~ , suivant que b 

somme z-f-y sera comprise enlre zéro et n, ou entre n et :x 7 i, en sorti 
qu’on aura dans le premier cas 
(( 3 ) P/„=‘> 

(>t dans le second cas, 

/ox v __ i.2.3 . . . ((9.» — y)sy) _. 

° T . 3.3 . . . ( (n — / ) Gï ) X I . 2.3 . . . ((/I — /) 10) ’ 

ajoutons que l’on devra prendre 


04 ) 

P m — 2 si / -I- J = n ; 

et 


(i5) 

P ,,i — ( — i y»™*= (_ r y»™* 


si la somme i+y s’évanouit avec i et y. Cela posé, on trouvera 
( 16 ) 0/,0*= (a„H- a, p -+- a-j p- . .. H- a„p " _1 )0/, + /-, 

a 0 , a*, a 2 , . . a,,.* désignant des nombres entiers inférieurs à/>, qu 


cl pourront être complètement détermines a I aide de la loi'inuie 
(iS) a,„= (2 + P, t ,-1-. .. -1- P /( _i)"')G 7 (mod./>). 

Soit d’ailleurs co le plus petit nombre qui soit en meme temps 
divisible par le plus grand commun diviseur de h et de n , par le plus 
grand commun diviseur de r et de /?, enfin par le plus grand commun 
diviseur de h-\- k et de n. L’équation (1) pourra être remplacée par le 
système des deux suivantes. 

(ig) .v'»=i, 

( 20 ) x" H- x"~ 2U) j r2U) H- .r f,) H- 1 =r o. 

et l’on aura 1" 

(21) p = ( a„ -+- a 1 x + a., x 2 -1-. .. -h a*--, .-r"- 1 ) 

X (a„-b a^r"- 1 -1- a ,x n ~ -H-... -b a ;i _,.x') 

pour toutes les valeurs de x propres à vérifier l’équation (20), ou, ce 
qui revient au même, pour toutes les valeurs de x qui satisfont à 
l’équation (1) sans vérifier aucune des trois suivantes 


0-0 

a- 1 ' =: 1 , 

(23) 

.v !: =z 1 , 

( 24 ) 



(25) 

ti ( i -+- a [ x a » x 2 -h • • • H - ct t 

ou 

(20) 

a» -+- a j H— a-j x 2 H-... H- a, 


pour les valeurs de x qui vérifieront avec l’équation (1) l’une des 
équations (22), ( 23 ), (24), et par conséquent l’équation (19). De 
plus, il faudra choisir la formule ( 25 ), si la valeur de x est propre à 
vérifier les trois équations (22), ( 23 ), (24). Mais si la valeur de x 
vérifie avec la formule (1) une seule de. ces trois équations, il faudra 



produit jnkû) x.mh~) sera pair ou impair. 

Dans le cas où l’on prend h = i, // = i; on a i=j = m , i -f~/ = n//2, 


et l’on tire de fa formule (io) en supposant m supérieur à ^ 


(27) 




I . 2.3 ... (2 7? — 2/?î.)OT 

j 1.2.0 ...(// — ni)i }7 


II, 


ïï„, désignant le terme moyen du développement du binôme 

(28) ( I -1- I )-" ,rT 

Alors aussi mi supposant n pair et m= on tire de la formule (i 5 ) 


)>— 1 


(29) 


JL, = ( — - = ( — O - • 


Cela posé, on conclura de la formule (18), 

1" pour dos valeurs impaires de n 

H—\ \ 

(:io) a „ t —^2 + U,TL/- 2 "'-i-TT„_,/■ - " j™ ( mod. ]>) ; 
\>" pour des valtmrs pairt'S de n 
( 3 1 ) a,,, =: (-x -I- H, /*'" -!- 11 . r l ’“ - 1- . . . 


+ ïï„ 


,. 0 -K, 


h(~i) - 


— m 

r 1 




(mod. /?). 


Lorsque ce se réduit à l’unité, ce qui arrive par exemple dans le cas 
où, n étant impair, 011 prend A = 1, /• = 1, la formule (Ai) subsiste 
pour toutes les valeurs de x propres à vérifier l’équation 

(32) .r"" 1 !-./•" - j- . . . -h ,/• -h l = o 

et l’on en conclut 

(33) (/? — \)p — (a„— (a„— a 2 ) â + . . (a 0 — a„ .,) a 

-S- (a, a..) i -1-. ..- i- (ai — a„ . 1 ) 2 (a„ .> — a„_.| )-. 

Donc alors le produit (n — 1 )p est la somme des carrés des différences 



(Mitre les nombres 

( 34 ) 


• • î 


&(!) a l i a*, • • • l <>/ 


combinés deux à deux de toutes les manières possibles. Lorsque w 
cesse de se réduire à l’imité, on tire des équations (ao) et (ai) qui 
doivent subsister simultanément. 


( 33 ) 


— i — (a 0 — H- (fln — . 

(,) j 

~l~ ( ûf.) — a „_r.) ) 1 + ( a l — <> /.I f-1 ) 1 'I' 


(M. par conséquent le produit — l'jp est la somme des carrés des 

différences entre les termes de la suite ( 34 ) combinés deux à deux, de 
manière que chaque combinaison renferme deux termes dont les rangs 
divisés par co donnent le même reste. Alors aussi on trouve, en suppo¬ 
sant n divisible par a en. 

(36) ^i — ( a « a.,,,,) - -|- (Un — a w ,,)- -j- . . . -+- (a, — ) 2 -+-. . ., 

en supposant n divisible par 3 tu 

(3~ ) ( 0 1 — ( a o — a :im)" H~ ( a » — a llf „ )~ —l -... H- (a| — a :if „ +1 )■ H- . . . 

\ 0 f,) / 

en supposant n divisible par 4 w 

(38) = (a„— a(a„ — a v „)'-H- ... H- (a, — a W(H _, )--I- . . . 

et ainsi de suite. 

Pour montrer l'utilité des formules ci-dessus établies, supposons 
d’abord = 3 ,= 3 gj -4 — i, alors en prenant h — i, h = 2, puis m = o, 
m = 1, m — 2, 011 tirera de la formule ( 3 o) 


( 3 9) 


a 0 =(2 + II) w (mod.yv), 
a, == (2 + II/’) îît, 
a 2 == (2 -1- II/--)cr, 


r désignant une racine primitive de l’équation 
(do) 




(mod./>) 
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en sorte qu’on ait 

(40 i + /’ -h /•-o (mod./O 

cl la valeur de II étant 


De plus on tirera de la formule ( 33 ) 

(4-0 2/^— (‘lu- ilj)'+ (il|>- ‘lj) i + (<1| —■ <'00 

de l’équation (17) 

(44) a„-t-a,+a, = /> — 2 , 

et des formules ( 3 <j) 

(ii[ — aO''= — r)-r, t-;=— oIRro- (mod./O 


ou plus simplement 

( 4 -j) ("1 — it 2 )'=H iro (mod./O- 

Or, après avoir déterminé a„ à l’aide de la formule 
(46) a 0 = (2 a- 1 I)üt (mod./O 

on calculera immédiatement ai-J-a 2 à l’aide de l’équation (44) 
et (ai — a a ) 2 à l’aide de la formule ( 45 ), en observant que (a* — a 2 ) a 
doit être inférieur à 2 p, et encore pair ou impair en môme temps 
que a 1 + a !l . Connaissant Ui + as et (a A — a a ) a on en déduira deux 
systèmes de valeurs de a x et a.,. 

Les valeurs de a 0 ,ai,a 2 étant connues et l’un de ces nombres devant 
être impair en vertu de la formule (44)» d suffira pour résoudre en 
nombres entiers l’équation indéterminée 


(47) .rM- oy-z=p 

de poser, r si a 0 est impair 


( 48 ) 


a 0 - 


/ clt + Oo 


2° si ai est impair 
( 49 ) 


tl-> -+- 

x — a 1 --- 


y 


a, — a 2 - 
2 ’ 






au 


) 
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3 ° si a 2 est impair 
(5o) 




ai 


En effet, chacun de ces trois systèmes de valeurs de x et de y réduira 
la formule (i(i)à la formule ( 43 ). Ajoutons que les racines primitives r 
et r ' 1 de l’équation ( 4 o) se déduiront immédiatement des formules ( 3 g) 
ou, ce qui revient au même, des suivantes : 


(5 j ) 


O a 1 


II 


r 


3 a., 9. 

n 


( IIKXI. />). 


Observons enfin que la formule (47) donnera 
(j) +3 = o ( niod. y;); 

par suite on résoudra l’équivalence 

(52) + = -3 ( mocl.yO ; 

en prenant 

(53) z=± H ‘; a - (nioel.y?). 

d| - tlo 

Pour appliquer à un exemple particulier les règles que nous venons 
d’établir, supposons-yi = 3 i, on trouvera 

trrrrio, 11 = — f\ (mort. 3 0 » 
a« = ( 2 -h II) rrr = — :>.o = i \ , 
a„ =r 1 1 , a [ + ' c \., — :>.c) — 11 — 1S , 

(a 1 — a a ) - = II- 777 = 160 = 5 

et comme le carré (ai + aj) 1 devra être non seulement pair, ainsi 
que ai + a.j, mais encore renfermé entre les limites o et 2 p, ce carré 
se réduira nécessairement à celui des nombres 


Si, pour fixer les idées, on prend a* — a u = 0, on trouvera 
a 0 =n, a, = 12 , a,= 6; 


et les formules (48), (5i), (5a) donneront 


Æ'=2, j = 3, 

/• = ; /•- = 5 ( mod. p ), 


: ± ~ ± 2o rh j i , 


effectivement on aura 


31 = 2 - -i- 3.3-. 


De plus 5 et a5 sont les deux racines primitives de l'équivalence 


.r :î E= i (mod. 3^) 


et i j , ao sont les deux racines de la suivante : 


— 3 (mod. 32). 


Supposons encore n== /\,p — /\üj 1 . Alors en prenant h — r, k 
on tirera de la formule (3i) 


a u = (3 -l-H) cr, 
a, = ( i -I- IIr) cr, 
(3 h- TT) rrr, 
H;;== (3 -|- Il J"' ) 7ïT , 


désignant une racine primitive de l’équivalence 


m'E^i (mod. y;) 


en sorte qu’on aura nécessairement 


r- se— i (mod.y>) 


et la valeur de II étant toujours 


. 2.3 ... 2 ST 


(i . 2.3 . . . Ct)" 


De plus les formules (54) se réduiront en vertu de l'équivalence (5( 


a„ == (3 -H H) ct, 
a, 3= ( i -+- Ilr)cr, 
a S H= (3 — II) ct, 


et comme le plus grand commun diviseur co de n — 4 et de h -+- k—'i 
sera lui-même égal à 2 , on tirera de la formule (35) 

(5q) p — (a 0 — a 2 ) â + (a t — a 3 ) a , 


on aura d’ailleurs en vertu des équations ( 17 ) et ( 24 ) 


(6n) 


ai, H- a [ -+- a« -I- a ; , = p — 3 , 

H i) - tl j H >\ - cl ;; - I 


et, par suite, 

(61) Hq -h a 2 — 


p — i 

a! — a ;; = --? 


enfin on tirera des formules (58) 

( 62 ) a„—a 1 u Httt, a 1 — a :i _= ,J . 11 /-tït (iuoiI./j), 

(63) (a; — a ;! )'- := — 4 II'-ro-^ II- m. 


La première des formules ( 62 ) suffira pour déterminer la diffé¬ 
rence a 0 — a 2 qui doit être impaire, ainsi que a 0 — a., = —~- = 2 tn— 1 

et de plus inférieure à p, abstraction laite du signe; de même la 
formule (63) suffira pour déterminer le carré (a, — a 3 ) 2 qui devra être 
pair ainsi que ai + a 3 = 2 ü 3 et inférieur à p. Cela posé, on tirer 
évidemment des formules ( 61 ), ( 62 ), (63) une seule valeur de a 0 , une 
seule de a 2 et deux systèmes de valeurs de a x , a 3 qui ne différeront que 
par l’échange de a* en a 3 et de a 3 en a x . Les valeurs de a„ a 0 a 2 , a 3 
étant connues, on résoudra l’équation indéterminée 

(64) p — j-^-y- 
cn prenant 

(65) a?s±(a 0 — a 3 ), j = ±(a ( — a ;i ) (mod.y;). 

Il est bon d’observer que la première des formules (65) donnera pour x 
un nombre impair inférieur à p, et pourra être remplacée par la 
suivante 

x db 2 Ihn -h db ^ Il (mod./j); 


ajoutons que les racines primitives rai 
en vertu des formules ( 58 ) et (62), 


(67) 


4 a 1 -+-1 

II 


— rde l'équivalence(4) seront, 


4 fin H - 1 

II 


( mod. j> ) 


ou bien, en vertu des formules (62), 


( 68 ) 



«in — 


Exemple. — Si Ton prend p= /\i, 011 trouvera 

® = iü, II = 1 o (mod. 4 0» "11 = 5, 

•in — a.j = — - II = — 5 

<1 (i -l~ cl» — 19, «lu—il zrrr— l), cio—y', 

ü|— i'.i, ;i. 2 —ri, 

ai -t- a ; ,= 'in, (aj — a 11-üT = 16, 

( a 1 - «!;;)-= lü, a,— il;; = ±4. 

Si pour fixer les idées, on prend a t — a 3 = 4 > on trouvera 
a 0 — 7, a ! = i'.ï, a 2 =i3, a.i=8 

et les formules ( 05 ), (67) donneront 

.*• = ±5, J—± 4, 

, .^ l) _ •>.>_ 
10 * ’’ 1 10 1 ' 00 

elfectivement 011 aura 

4 1 — 5 - -h- f \- 

et (), 32 sont les deux racines primitives de l'équivalence 

:jré = j (mod. 40- 


JII. Nouvelles formules déduites des principes exposés 
dans le second paragraphe. 

Adoptons les memes notations que dans le second paragraphe, et 
faisons 

( 1 ) @/i 6)/,' = H / h k 0/j., /; , 
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on aura, en vertu des formules (9), (iü) du second paragraphe, 1" en 
supposant h. + k divisible par n, 

( « ) R*, *=- ( -1 r*''p=-(-1 t*j>. 


2" en supposant h + k 11011 divisible par n, 

( o ) R/,, 4 = il» -+- n 1 p + <l'j p~ ~r • • - H- il/i— 1 p" , 


a„, a,.a n _! désignant des nombres entiers inférieurs à p — 2, qui 

qui pourront être calculés à l’aide de la formule (18). Or il existera 
(Mitre les diverses valeurs de B/,,/.= correspondant aux diverses 
valeurs de h, et de /<• des relations que nous allons indiquer. E11 
supposant h. — 1 et prenant pour k un des nombres entiers 1,2,0, ..., 
n — 1, on tire de la formule (1) 


(i) 


R,. a = 


Ri, 1 : 

0 , 0 , 

0, 


«1 

0 ,’ 


0 , 0 ., 

~ 07 ’ 


Ht 


0 . 0 / 


0 , 


par suite m étant un quelconque des nombres entiers 
n — 1, ou trouvera 


(é) 


R, 1 -R,.R, 


2, o, . 


S,„ désignant un polynôme qui sera de même forme que Rpuis 011 
en conclura 


(G) 


0/(04-__ R1,1 • R1,, • • • R1, /(-n/.- 1 __ '‘Vm /• 

0/z t 4 ( R], 1 • R1, i • • • R|. 4 1) ( R], t • l'M. 2 • • • R1,4-— 1 ) S/, h>4 


ou, ce qui revient au même 
(7) R/i, k 


M, 1 - I>i,i 


n 1. /, t -4 1 


( R i, 1 • R 1,-j • • • Ri, a—1 ) (R 1,1 • Ri, •> • • • Ri .4-1 ) 


S/,.4 

si;s; 


Cette dernière carnation fournit le moyen de calculer la valeur de IL, * 



1 


LUlillLULUIj Ul'U 1 JiV l U j. L XJ Ij O 11 V.l I J) \ J l) . 


11 y a plus, on tirera des formules (2) et (7), en posant k = n — h 

(9) — S M = (— i^jjSnSn-u 

on trouvera d’ailleurs Sj — 1. 

On aura donc, i° en supposant n pair 

(10) -^S„=(-i)^S /l - 1 = S..S /l .. 2 =(- i) ra S :i S,i—( — i)~^~S;,, 

2" eu supposant 11 impair, 

(n) — -S„= (— i = S a S tt _ 2 

P 

= {—O^SaSrt-s = ...== (— l)'( - 


Or les forimiles (10) eL(ii) fourniront le moyen de calculer tous les 
termes de la suite 

( 1 '»■ ) . • .1 S/J-.;], S (i —-j, S /t _| 

lorsqu'on connaîtra ceux dont l’indice est inférieur à 7 + 1, et par 
conséquent tous les termes de la suite 

( l 1 j 1, 1^-1, ‘ij •••! :ii l"^i, /(-•.!} Hi,/i—ij 


lorsqu’on connaîtra ceux dont le second indice est inférieur à ~i 
attendu que l’on a généralement 


Oé) 


n 


I ,m 


alors aussi on pourra déterminer la valeur de lî /liA . 


Exemples. — Supposons d’abord n = 2. On trouvera 

H =h, ,, = s.= (-i)v. = (-■)"/- 

Supposons en second lieu n — 3 , on trouvera 

|l = R,,, = S s , |î = U M K M =S,, 

— - S:,== (— l)^S, S„= (—l)”S. = S a . 

P 

— R, (~ = i • 


MÉMOIRE SUR LA THÉO RLE DES NOMBRES. 

attendu que gj = y — 1 sera un nombre pair. On aura donc 
07 


101 


( f (i) 


O., 


— R, 


0| 

0 , 


i, i p , 0'j — Ri, i p. 


Supposons encore n — /j, on trouvera 


p — i 


s 2 =m,.i, -s, = (- I )^s :t =s:-i. 

p 


On aura donc 


S 2 =R.,„ S 3 = ( — S*=j»R 1>1 , 

0 — — ®i— 
Supposons encore n = 5 on trouvera cr = - J ~ 1 , (— i) m = i. 


(■ 7 ) |f = R M, |Î = (-.)"R;, 1 , ® : 


Sa=R.,,, S, = R, i .,R li ,, -IS 3 =S t =S 2 S : „ 

S-j — Ri,i, S ;) ~ R ti1 R^ 2 , S = R j )15 S3 m—jyR-^R, 

(,8) |: = R «.‘» §^ = r.,.r«, s > 0ï= /? R? t1 R ( . 2 . 


Supposons ensuite n~ 6, on trouvera gj 


P — 1 


P 


S fl =(-irS 3 =S â S 4 = (-i)«S* l 


S :! = R,, 1 , S:i= R,,,R Ii2 , S t =(—r) CT |ï = (— o^r^.r;-,,, 
S;i= R?, 1 Rf, -J, -S ri =(-i)^/7R? f1 R? |: , 


et, par suite, 

( J 9) 

( 20 ) 

etc. 


Ri.i, y — R,,,Ri i2 , 

|i = (-i)"R l , 1 R» i! , |i = r; j ,,r;, s , 

(«)';=(- \)™P R?., R^,,, 


On peut encore trouver des relations dignes de remarque, meme 



(21) 


Ri 1 1 — 9q H- p H- ü 2 p 2 H~ P' 1 H - &<• p*i 


0|__ 

0, “ 


p étant une racine primitive de l'équation 

( 2 '.i) <Z' S — I , 

puis on conclura de la formule (21) en remplaçant p par p 2 
(•ïo) ~ =a,H- at p“H- a ;i p' H- a :î p -I- a- p'-'. 


et, par conséquent, 

( 2<1 ) = H * t , ( a„ - 1 - a, c/ 1 - 1 - a, p* H- a :i p -|- a, p 2 ) = R 2 ,R,. 2 , 

donc 

( a5 ) Rj.ï = a„ -+- a ! pH- a, p 1 h- a 3 p - 1 - a,, p ;l . 

Ainsi pour obtenir R li2 il suffira de remplacer p par p 2 dans le poly¬ 
nôme désigné par R ti4 . De même en supposant n = 0 et 

Mi,, = a ( H- inp -I- a 2 p - -1- a - p :! -[- a -, p ’ + a ;; p ;l , 


on lire.ra des formules (19 

(■•> 6 ) (—(a n +a, p -4-a 2 p-+a ; ip :l -+-a<p'-H-a n p !! ) 

x ( a^ —f~ a 1 p - —1~ a 2 p 5 ' H— a 3 —l— a.i p - h— a 3 p^ ) 

— K — a»H- 1 »i — «v !• P + { «s — a s } p 2 ) 
x (a0 —l— a:s —{ a'i - 4 - a^ } p 2 -l- f ao-f- a r ,} p), 


Si pour abréger on écrit Ri au lieu de t , et si Ton désigne géné¬ 
ralement par R,„ ce que devient R, quand on y remplace p par p"', on 
trouvera pour une valeur quelconque de m 


(27) 

et, par suite, 

H 


0£ 

a, 


-R, 


0; 

07 


|[=RiR,, 


R., 


0, 


R/, 


0Ï 

0* 


: R, R! R,, 



On aura d’ailleurs généralement, I" 

(2Q) ®//i —— •••» 0 O R 

(3o) —Pi 


lorsque m diffère de enfin si n est pair, on devra dans la série des 

/>- 1 

formules (27) et (28) remplacer—o„ par ( — 1) TTÎ p =(_— O " P< ce ^ il 

0 ? „ 

pose on trouvera pour n = 2, = n 1, 

P-' 

(3i) = - p- 


pour n = 3 , 
( 3 «) 

pour n = 4, 

(33) 


0 A 0, 


= h;r ,=^r,, 




0| 

0 , 


lf;B,=^li;, 


0| = />IV( ; 


0/ : 0 i wm 

pour n = '.i. ^ = ^ = 11,1!,. 


( 34 ) 

pour n = 6, 

(35) 


0[0t 

0 * 0 , 


r;r, ; 


0Î = /;Rï IV, 


0 ?= />RïR 2 ; 


etc. 

Dans ces diverses formules, 011 a 

( K | zz: ap -+- fl 1 <j . • • -h !'/( 1 { J " 1 — R 1,1 1 
n rtl = a„+ a, o m -h ... 4- a„_, p ,n - 1)w * 

t lorsque m diffère de — et 


En général, si = \ 011 trouvera 



JW 


iVL Jir lu U 1I\ L, S Uli Jj A J il 11/ ULU 11 LJ 11, ^ i\ U IVl IJ lt li. o. 


ou, ce qui revient au meme, 

n — 1 // — 1 n — 1 

( 38 ) 0? = TV*"" R?” P'7~ • • • ; 

et si 7z = 2 1 on trouvera 

//—i « « 

(%) 0«=:(-i)~P,ÎRt...H> 

h- 

Convenons à présent que l’on désigne par la notation 

(40) [- 

L/ ? J 

une expression équivalente à 

(41) 0 OU I ou p ou p- OU p :! ou ... ou p" -1 
suivant que l’on aura 

(4^) ou i ou p ou p' 2 ou ... ou p" -1 (mod./>). 


Alors, en supposant k non divisible par p, on trouvera 

©/, 


(43) 


(FH- pAQ*‘ + p -’/'0 4/3 -l-...-t- 


P 

LP 


0 /,. 


Puis en désignant par q un nombre premier impair dilièrent de p, 
supposant 71 = 2, on trouvera 


( 44 ) 


p'/O'/^-i-.. .-1- p(/'- 2 )vfjv// , - ï — — ' 4 — 

.P . 


9 


’>/• 


D’ailleurs si l’on élève à la puissance <7 les deux membres de la fornn 
(45) 0, = 0 + p(P + p°-0 /a -i- p/ J - 2 0«- 2 , 


on en conclura 
(46) 


0'' = 0'/ h- p'/Ü'/ / +.. .== 



Q étant de la forme c 0 + c A p = c„ — c x , c 0 , c* étant des nombres en tic 
On aura donc par suite 


( 4 ?) 


«ï 

0 „ 


+ 7 Q=©r 
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puis on conclura en ayant égard à la formule ( 3 i) de laquelle on tire 


(48) 


e— 1 i 


r = (-o s 

p — 1 g — 1 i/ — 1 
(“0 * ‘ * /~ 


1 g — 1 


7 

V 


+ 7 Q 


et par conséquent 


(49) 


7 

.P J 


( — o" 


e-i 


g — 1 g — 1 
~ T >~ T ~ 


(vnoil. ;/) 


ou, ce qui revient au même. 


(5o) 


7 


/'-i y— 

-(-0 2 ■ 51 


P 

7 


Telle est la loi de réciprocité qui sert de base à la théorie des résidus 
quadratiques. 

Concevons maintenant que Ton attribue à n une valeur quelconque 
et soit Q un polynôme de la forme 

C„ + c, P + c a P 2 + ... -+- C n -1 p'*- 1 , 


c 0 , c it . . ., étant des nombres entiers, on trouvera au lieu de la 
formule ( 4 ( 3 ) 


(5i) 


&'! = 


-h g ( ) i o, 


D’ailleurs les formules ( 38 ), ( 3 ç)), etc., donneront 
(5,) = 

H désignant un polynôme de meme forme que Q. Cela [josé, nommons y 
le quotient de q par n et c le reste, de sorte qu'on ait 

(53) 7 = w %-i-«i 


on tirera de la formule ( 5 ) en écrivant S au lieu de 
(54) 04 — s 0;, 

ïL d ; la formule ( 524 


enfin Ton aura 

(56) ®*=0ç, 
donc l'équation ( 5 i) donnera 

(57) p " H « S= - J - -\-</Q= H-vQ- 

Si Ton pose pour abréger 

( 58 ) I ï S — b,\ -(- b 1 p ~t~ b* p" H- • ■ • -l— t p rt 1 , 

6„, /j n _, étant des nombres entiers, cette formule deviendra 

'J— 5 . </ ~ n : 

( 59) P " ( ùa -f~ b[ 0 -f-. . . -+- h n 1 p" ' 1 ) — — tj(). 

La formule (09) comprend la théori(‘. des résidus cubiques, 
bi-quadratiqucs, etc. 

Supposons, pour fixer les idées, que 11 soit un nombre premier 

impair. La formule (Sp) dans laquelle ^ représente une puissance 

de p continuera de subsister quand 011 y remplacera c par une quel¬ 
conque des racines de l'équation 

( 60 ) 1 U- p p J -h p :l -f-. . . -f- p" —1 = o. 

Par suite si l’on a 



ni étant un des nombres o, 1, a, 3 . n — r, la formule 

y— ^ 

(6‘<) " { (//’,) é 1 /,| ) H~ ( ^ 1 /Oh ) P -+-••• H- (<5/i— 1 —)p'} 

— r — p — p- — . . . — p"'”’ 1 — p'" M — ... — p"' 1 -+• r/O 

produite par l’élimination de s'" entre les équations (09) et ((><>) devra 
offrir dans ses deux membres les memes coefficients pour les memes 
puissances de p. On aura donc par suite, 

'Lzî 't~ c 

( 63 ) P " \ b{\ — b, n | = // " { b t — b,„ | ==. . . 

tu? 

— p { 5 /t _| b nL j I 


(mod. cj). 
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L’équation ( 63 ) entraîne évidemment la suivante 

(64) &o= ^1 = • • • = é w -i == :=. . . = b„- x (mod. q). 

Donc les nombres entiers 

(66) b 0 , .... b„- x 

sont équivalents entre eux et à />„ suivant le module q\ on devra seule¬ 
ment excepter b m qui ne sera pas équivalent aux autres, c’es-à-dire le 
coefficient de. p'". 

Je développerai dans un autre Mémoire de nombreuses conséquences 
des formules ci-dessus établies. Je me bornerai pour l’inslant à 
remarquer que la valeur commune des // — t différences 

éo é/ ;/ , b | h tll . .... h lt —| b tl , 

sera, en vertu do la formule ( 63 ), une racine de l'équivalence 

1 (motl.<y). 

J’observerai en finissant qu’ayanf donné à M. Jacobi coinmunicalion 
de mes formules, j’ai appris do cet habile géouièlre qu’il était parvenu 
de son côté, et en s’appuyant sur les memes principes à des résultats 
du meme genre. Il a donné quelques-uns de ses résultats, mais sans 
indiquer la méthode qui les lui avait fournis, dans le Tome II du 
Journal de M. Crelle. 



REMARQUES 

sua 

L’ARTICLE N' 1 5 DU BULLETIN DE JUILLET 1829 (P. 


Bulletin de Férussac, Tome XII, p. 221 - 227 ; 1829 . 


L'analyse des recherclics de M. Cauchy sur l'équilibre et le mouve¬ 
ment des corps élastiques, insérée dans le Bulletin de juillet 1829, 
renferme quelques inexactitudes qu’il nous paraît important de recti¬ 
fier. Nos observations serviront peut-être à mieux faire connaître une 
théorie digne de fixer l’attention des géomètres et des physiciens. 

Après avoir rendu compte du premier des deux Mémoires que ren¬ 
ferment la 3 o e et la 3 i" livraisons des Exercices, l’auteur de l’article 
dont il s’agit ajoute : « M. Cauchy reprend la question sous une autre 
face, en considérant un corps comme un système de points matériels à 
distance. Mais, comme indépendamment de l'ignorance où nous sommes 
sur la loi des forces moléculaires, rien n’est connu sur les rapports de 
grandeur et de situation des molécules, il faut encore traverser, si j'ose 
amsi dire, une nouvelle série d'hypothèses pour arriver à des formules de 
plus en plus traitables, et Von peut choisir ces hypothèses de manière à 
reproduire les équations de M. Navier et toutes celles obtenues dans le 
Mémoire précédent, en considérant les pressions et condensations dans une 
masse continue. L'auteur passe des sommes d'éléments discontinus aux 
intégrales prises entre zéro et l'infini, selon la méthode qui avait été 

O Article anonyme, mais manifestement écrit —ou au moins inspiré — par 
Cauchy (R. T.). 



employée sans contestation depuis Laplace, et que M. Poisson vient de 
trouver inexacte. » Nous avons quelques remarques à faire sur ce pas¬ 
sage. Les équations d’équilibre ou de mouvement des corps élastiques, 
déduites des principes établis dans le Mémoire dont il est ici question, 
ne sont pas moins traitables sous leur forme primitive, et lorsque l’élas¬ 
ticité varie d’une manière quelconque dans les diverses directions, que 
dans le cas très particulier où l’élasticité du corps reste la même en 
tous sens. Seulement, les formules relatives à ce dernier cas renferment 
un grand nombre de colïicients de cette espèce. Les coellieienls dont 
il s’agit sont au nombre de :n (voyez la 4 2< ‘ livraison), si l’on ne 
conserve que ceux qui ne s’évanouissent pas lorsque, dans l’état naturel 
du corps, les molécules sont distribuées symétriquement sur des droites 
menées par l’une d’entre elles, de part ctd’autrede cette dernière ( 1 ). 
Les formules générales contiendront encore i 5 coetïicients (voyez la 
\\y livraison), si l’on admet, en outre, que la pression ou tension en. 
un point quelconque devient nulle dans l’état naturel. 

Mais la preuve que ces i 5 coefficients ne rendront pas les formules 
générales intraitables, c’est que M. Cauchy les a traitées effectivement 
dans les 3 y', 38 (î et 3 i f livraisons, et qu’il est parvenu à en déduire les 
équations aux différences partielles qui déterminent les lois d’équilibre 
et de mouvement d’une plaque ou d’une verge extraite d’un corps solide 
dont l’élasticité varie d’une manière quelconque dans les diverses direc¬ 
tions. On pourrait d’ailleurs étendre les calculs que M. Cauchy a déve¬ 
loppés au cas où l’on conserverait dans les formules générales 21 coef¬ 
ficients constants, ou meme tous ceux que renferme le second des 
Mémoires inséré dans les livraisons 3 oet 3 i. Au reste, si les équations 
d’équilibre ou de mouvement des corps élastiques renferment, dans le 
cas général, i 5 coefficients au moins à la place d’un seul qu’on y avait 
d’abord introduit, ce n’est pas la faute de M. Cauchy, et cela tient à la 
nature même de la question. Mais on ne saurait dire qu’il est indiffé¬ 
rent de tenir compte de la variation d’élasticité d’un corps, quand on 

( l ) M. Cauchy indique dans les Exercices les raisons de négliger ordinairement les 
autres qui seraiont au nombre de ie. 



passe d'une direction à une autre; car (es belles expériences de 
M. Savarl ont fait connaître toute l’étendue et l’importance de ces 
variations. 

La frayeur que les i 5 coefficients de M. Cauchy pourraient inspirer 
étant ainsi dissipée et les formules qui les renferment étant admises, 
on n’aura point à traverser une série (Vhypothèses pour en déduire les 
équations de M. Navier; il subira simplement de supposer que l’élas¬ 
ticité redevienne la menu' en tous sens. Or, il est remarquable que 
cette unique supposition réduira les if) coellicients à un seul, et les 
formules générales aux équations de M. Xavier. Il ne faudra point, pour 
arriver à ces équations, transformer les intégrales aux différences 
finies en intégrales aux différences infiniment petites. On devra même 
s’en garder soigneusement, sous peine de voir tous les coefficients 
s’évanouir. 


Loin de passer des sommes dé éléments discontinus aux, intégrales 
prises entre zéro et Vinfini, M. Cauchy n’admet pas même avec M. Poisson 
qu’on doive réduire les sommes triples aux différences finies à des 
sommes simples et remplacer les sommes doubles relatives aux angles 
par des intégrales doubles. 11 est vrai que l’auteur de l’article a pu 
apercevoir des intégrales prises entre zéro et l’infini dans le Mémoire 
dont il s’agit, avant que M. Cauchy parlât des formules de M. Navier, 
mais il aurait dû remarquer que M. Cauchy examine en passant une 
hypothèse particulière, celle qu’il croit convenir à la nature des fluides 
élastiques, et qu’il a si heureusement développée dans un Mémoire lu 
à l’Académie, et inséré dans le Bulletin de juin ïSaq. Cette hypothèse 
qui consiste à admettre que l’action des molécules les plus voisines est 
insensible, paraît à l’auteur de l’article contraire à un principe géné¬ 
ralement admis, qui est celui de Vaccroissement rapide des forces molé¬ 
culaires, à mesure que lu distance des molécules diminue. Mais aucun 
physicien n’admet que les forces moléculaires augmentent indéfi¬ 
niment à mesure que la distance diminue; tous, et M. Poisson le pre¬ 
mier, établissent ail contraire que l’intensité de cette attraction 
approche d’une limite constante ; autrement, elle deviendrait infinie au 



contact, cl le corps solide, disparai Irait, ou plul,ôl se réduirai! à un 
point matériel unique. Poui* se convaincre de la vérité de cette asser¬ 
tion, il suffît de remarquer que M. Poisson dit, pour les corps solides, 
que la fonction f(r') pourrait être composée d’un ou de plusieurs 

r \ ,n 

~îïÿ. I ; par conséquent, à mesure que r dimi¬ 
nue, f(r) approche d'être une quantilé constante. Dans l'hypothèse 
de. M. Cauchy pour les liquides, celte quantité devrait s’évanouir 
pour r = o; et la distance 1 diminuant l'attraction moléculaire qui va 
d’abord en augmentant, diminuerait ensuite en s'approchant de zéro. 
Telle serait la fonction kr <~ lX \ a étant un très grand nombre, qui s’éva- 


termes de la forme ab 


nouit pour v = o, /•= oc, et qui, pour ?'= admet un maximum. 

Je ne m’arrêterai pas à la prétendue contradiction qu’on a remar¬ 
quée dans la définition d'une lame 1 naturellement droite et d’uni 1 
épaisseur variable. M. Cauchy donne ce nom à toute lame dans laquelle 
une suite de plans parallèles donnent pour section deux courbes 
symétriques, par rapport à un axe situé dans la lame; et comme on 
suppose toujours l'épaisseur de la hum 1 très petite, ces deux courbes 
coïncideront sensiblement avec leur axe et la lame paraîtra sensi¬ 
blement droite,. Je ne puis trouver h 1 raisonnement qui, dans le 
Mémoire sur les vibrations longitudinales d'une verge cylindrique ou 
prismatique à base quelconque, pourrait ne pas satisfaire pleinement 
tous les lecteurs, à moins que l’auteur de l’article ne parle du passage 
où M. Cauchy applique à l’axe même de la verge des équations trouvées 
pour un point quelconque de la surface; rien cependant n’est plus 
facile à comprendre. On développe toujours les eoelïieients des pres¬ 
sions suivant les dimensions en épaisseur de la verge, et lorsqu’il s’agit 
des vibrations longitudinales, on ne conserve que les premiers termes 
du développement, c’est-à-dire ceux qui sont indépendants des dimen¬ 
sions de la verge; dès lors les eoelïieients deviennent indépendants du 
point que J’on considère. Ce principe une fois admis, et je crois qu’il 
le sera par tous les lecteurs, les conséquences qu’en déduit M. Cauchy 
deviennent rigoureuses, et comme les formules auxquelles il parvient 



sont les mêmes que celles qu'il avait trouvées pour une verge rectan¬ 
gulaire, il en conclut que les lois des vibrations sont les mêmes pour 
toutes les verges, quel que soit leur contour. 

Je trouve dans l’analyse de la 3 q c livraison un passage qui peut 
induire en erreur. En donnant le nombre des vibrations tournantes 
exécutées dans une verge rectangulaire pendant l’imité de temps, 
lorsqu’on la tord, son axe restant fixe, nombre qui, calculé par la 

théorie de M. Cauchy est—l’auteur de l’article définit bien n et a; a est 
toujours la longueur de la verge, n un coefficient constant qu’il faut 
faire successivement égal à 1,2, 3 , etc., pour avoir la série des sons 
qui peuvent être produits successivement; mais il oublie complètement 
de définir la quantité £}, de sorte que le lecteur qui a vu souvent repa¬ 
raître cette lettre dans le cours de l’article, pourrait croire qu’elle a 
partout la même signification, et même il ne peut plus éviter cette 

erreur lorsque l’auteur de l’article dit : qu'encore dans ce cas , Le son. le 

o 

plus grave a pour valeur Cependant ici O a une valeur tout à fait 
dilférente; cette valeur est déterminée par l’équation 

= +- 1 - 
c&l* S\i h / \ i- h- 

i, h, sont les deux dimensions de la verge rectangulaire, i, li, deux 
coefficients constants. En second lieu, cette valeur de £}nc renfermant 
pas le nombre n, ne varie pas d’un son à l’autre. Ainsi, au lieu de ces 
mots : substituant la valeur du coefficient O propre au son dont il s'agit, 
il fallait dire simplement substituant pour O sa valeur. 

Je ne puis passer sous silence les observations générales qui ter¬ 
minent cet article. L’auteur dit qu’ew a de la peine à se rendre compte 
du degré d'exactitude des formules en raison de l'injluence que peuvent 
acquérir les quantités qu'on néglige successivement avant d'arriver au 
résultat final. Je ne vois pas l’à-propos de cette remarque spécialement 
appliquée aux recherches de M. Cauchy sur l’équilibre et le mouvement 
des corps élastiques. Il me semble qu’on peut en dire autant des for¬ 
mules établies dans les divers Mémoires qui ont paru non seulement 
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sur le même sujet, mais encore sur presque toutes les questions de 
physique mathématique. En effet, si l’on réduit les questions de ce 
genre à l'intégration d’équations linéaires aux différentielles partielles 
et à coefficients constants, cela tient ordinairement à ce que Ton consi¬ 
dère les variables principales comme des quantités infiniment petites 
dont les puissances supérieures peuvent être négligées relativement à 
la première. Mais je ne sache pas que dans la théorie des cordes 
vibrantes, de la propagation du son dans l'air, dans la théorie des 
ondes, dans celle du mouvement, des corps ou des lames élastiques, on 
ait tenté jusqu’à ce jour de déterminer les limites des erreurs com¬ 
mises. Il y a plus, quoiqu’on ait cultivé l’astronomie longtemps avant 
la physique mathématique, on n'a pu fixer encore d’une manière pré¬ 
cise le degré d’exactilude des formules qui représentent les inégalités 
séculaires ou périodiques des mouvements planétaires, et l’on ne voit 
pourtant pas que cette considération ait empêché ni Lagrange, ni 
l’auteur de la Mécanique céleste, ni d’autres géomètres, de publier 
leurs travaux sur l'astronomie. Enfin les Ouvrages que M. Cauchy a fait 
paraître sur l’analyse algébrique ou le calcul intégral, et dans lesquels 
il a donné les conditions de convergence des séries, particulièrement 
des séries périodiques et de la série de Lagrange, les restes de ces 
mêmes séries et les moyens d’évaluer les limites des erreurs commises 
dans l’intégration par approximation des équations différentielles, 
prouvent, ce me semble, qu’il sait apprécier aussi bien que qui que ce 
soit l’avantage de connaître le degré d’exactitude auquel on parvient 
dans la solution d’un problème. Quelques partisans de l’ancienne école 
et de l’ancienne méthode ne lui ont-ils pas même fait un crime de sa 
trop grande rigueur ? 

Après le passage que je viens de rappeler, l’auteur de l’article ajoute 
que, par inadvertance sans doute, M. Cauchy emploie fréquemment 
des phrases telles que celles-ci : « On aura sensiblement, c’ est-à-dire en 
négligeant les quantités infiniment petites », phrases dont les deux 
membres se contredisent et nous reportent au temps de l’origine du 
calcul différentiel; car si une quantité est réellement infiniment petite, 


1(J calcul OU 011 Ul néglige CSL uaüul i iguuiuunuiuiwn, Cl iit/ii pan acnai- 
blement. 

L’expression employée par M. Cauchy me parait parfaitement exacte 
et claire; les formules seraient rigoureusement vraies, si les quantités 
qu’il néglige étaient nulles; mais comme clans le lait ces quantités ne 
peuvent jamais être nulles, qu’elles sont seulement très petites, ces 
formules ne sont et ne doivent être vraies qu’à peu près, de sorte que 
les résultats de l'expérience doivent s’eu rapprocher d’autant plus que 
les quantités négligées dans le calcul sont plus petites; pour avoir des 
formules encore plus exactes, il faudrait calculer quelques termes de 
plus. Au lieu de faire là-dessus des critiques, on devrait plutôt féliciter 
M. Cauchy sur l’heureux accord de ses formules avec l’expérience qui, 
il faut l’avouer, doit seule ici décider du degré d’exactitude. Cet accord 
a été plus frappant que jamais, suivant l'expression de M. Savart, dans 
le beau Mémoire qu’il lisait dernièrement à l’Académie. On a été sur¬ 
pris de voir une formule des plus compliquées, des plus générales el 
surtout des plus difficiles à soumettre à l’expérience, vérifiée jusqu’aux 
dix millièmes dans un grand nombre d’opérations. Cette formule est 
celle qui donne la valeur de (2 pour les vibrations tournantes, et que 
nous avons citée plus haut. 

Il n’est pas exact de dire que M. Cauchy n’a résolu que le seul cas 
des vibrations à périodes régulières; M. Cauchy a donné les intégrales 
générales de plusieurs des équations auxquelles il csl parvenu; entre, 
autres de celle qui détermine les vibrations d’une verge rectangulaire. 
Enfin si c’csl un lorl do ne rien laisser à généraliser aux Varignon, cotte 
observation ne paraît pas ici à sa place; car, par exemple, quel mode 
de généralisation pourrait-on employer pour passer de la valeur de 12 
correspondante aux vibrations tournantes dans le cas où l’élaslieité est 
la même en tous sens, à la valeur générale de cette quantité qui ne 
peut s’obtenir qu’au moyen des 10 coefficients? 


SUR 


LA THÉORIE DES NOMBRES. 


Bulletin de Férussac, Tome XV, p. x 87 - 1 3g; i83i. 


Dans divers Mémoires présentés à l’Académie des sciences en 1829 
cl. i 83 o, j’ai développé les principes que j’avais établis dans le Bulletin 
des sciences de septembre 1829, et j’ai monlré comment on pouvait en 
déduire, i" diverses méthodes propres à la détermination des racines 
primitives, 2 0 un grand nombre de propositions dignes de remarque 
sur la théorie des nombres. Pour donner une idée de ces propositions, 
je me contenterai d’énoncer la suivante : 

Théorème 1 . — Soient p un nombre premier, n un diviseur premier 
de p, us In valeur du rapport -—- 


les nombres de Bernoulli, et m le plus petit nombre entier équivalent, sui¬ 
vant le module n, à + 2 A„ + ,. Enfin soit s une racine primitive de Véqui¬ 
valence 

Di ,r"~'= 1 (mod//j: 

P.„ le produit des nombres entiers 1, 2. .‘>.y ; n' le nombre des racines 

n —1 ]} \ 

de Véquivalence x ' ==i(mod/i), qui sont inférieures à —— > et 

n — I 

n" — n — n '— 1 le nombre des racines de E équivalence x - == — 1 (mod//) 



J J. O 


OUU IjA lilJüiUIUJù JJlhO LT XI lï IVX'ji? • 


qui remplissent la même condition. Si n est de la forme l\ k 4- 3 , réqua¬ 
tion 

(2) ./ ,a + ny i = 4 />'", 

sera résoluble en nombres entiers, et on la vérifiera en prenant 

(3) ./: P^lVrrP,-i ro P.*«-»nr, (morl/O 

ou bien 

(4) .r -s rr. . . 1\, -tt ( niod/;) 


suivant que Von aura n' n!' ou n'f>n". Déplus, on trouvera dans le pre¬ 
mier cas 

11 — 1 — 1 //' a -i — \n' 

(.)) ni— - ou ni — -- 


et dans le second cas 


<‘i) 


Il -- Il rl 


ou lll 


1 II Il -I I 


suivant que n soit de la forme 8 k 4- 7 ou Sic -h 3 . 


r l> exemple. — Soit n — q. On (rouvera 


n -i- * _ \ 

4 


3o 1 • 


1 , 71 / — l 


De plus l’équalion 


.4=1 (morljj 

se décomposera en deux autres, savoir : 


dont la première aura pour racines 1, a, 4 , tandis que la seconde aura 
pour racines 3 , 5 , 6. Donc, p étant de la forme 777.4= i, on vérifiera 
l’équation 

( 7 ) •'•'4- 7 r- = 4 jj. 


(Mi prenant 

(8) .*=±P, w P ;iw 


3 rT 


. jll 

l,CT ]> P 


(aw-1 

( 1 . •C..,!7t)( I . 


O 7*7 


ï . 3 ... HT 




Ainsi, en particulier, on vérifiera réquation 

x- H- 7 y- — 4.29 = 1 iG 

en prenant 

__u 9.10.11.1?. _ u 9- I0 -n ± 3 .11 

1. 3 .4 2 2 


Effectivement 

4 -+- 7 . iG = 1 iG. 

Dans Y équation (7) x et y 11e peuvent être impaires puisque l’on 
aurait x 2 + 7 y ' 1 divisible par 8, tandis que 4j° est seulement divisible 
par 4. On peut donc supposer x == zx’, y= 2ÿ, et alors l’équation (7) 
donnera 

(9) .^+7/*=/,, 


la valeur de x 1 étant 


I ( 2 ÜT+ X ) . . . 3 ST 

? i.?.... m 


Ainsi, en particulier, on vérifiera la formule 

x>i h- iy hl — 2 9 

en prenant 

/==H _ _j_ 1 9- I0 - —-h 9 i££jü hA 

^ 1.2. 3 .4 4 4 


= -+- 1 


et la formule 
en prenant 


-t- 77''- = 43 

, + l i3.i4.i3.xG.i7.iS 

x 1 . 2 .3.4 • 5. G 

, 1 3 .14 - 1 3 • 17 ... o / 

==±:-!:- L =d= 3 .i 3 .14.17 

5 

4 1S_. 

= 10.17 = — ^ 17 = -+- — -t- G• 

exemple . — Soit a? = /i. On trouvera 


/H-i ^ __ J_ 

4 42 21 


— 1 //x = 1 



Donc on pourra résoudre réquation 

-i p — -+- 11J- 

lorsque p sera de la forme i i cj-f-1. D’autre part l’équivalenee 

,r l 0 s= i (mod i i ) 


se décomposera en deux autres, savoir 


l (mod il), -i (inod.ii). 


Les racines delà première seront i, i<>, et celles de la seconde 

2, 3 , f>, y, 8. Cela posé, on trouvera 


—-4- j> \j I) p |> — H- 

.1 -1 o^l ^ L 7(7T A SCI 1 11)777- 


- * ’±UT * li <77 v 7(77* SUT 1 I I) <77- t) p p 

* » r 7 T 1 :î ttt 1 nr 

(I . 2 . . . 2 GJJ( L .3 . . . ()TüJ ( i m -i- 1 ) . . . <> 7 ÏT I 

( i . •>.. . .to) ( r. ‘.i. . . 4ra) (i . 2. . . 3m ) ('im+ r ). . . orrr i m 


Ainsi, en particulier, soit p — 2, 3 . On aura cï = 2 


, L) . i U . i 1 . 1 2 , ( ). 1 U . 1 I 

.v = zt —--—-— ~ Hz — : - ~riz < 1 . u • i i 1=5 ; 


i. 2 .:> .0 


Effectivement. 


'|. 20 — ()'■>. — <)-h- 1 i . 1 


Des théorèmes du même genre sont relatifs à la résolution des équa 
tions indéterminées de la forme 


•-H- ny- — p m ou ./■- -t ■ n y-~ 


n étant un nombre premier de la forme ou meme un nombr 

composé, et m étant un nombre entier dont on peut a priori assigne 
la valeur- 





MÉMOIRE 

SUR LA THÉORIE DE LA LUMIÈRE 


JJullelin le Férus.; Ionie XI il. \i r t 2~ : i*,.. 


J ai donné le premier, dau> /:'ivre/tvo 4 t’ mnifîémuiiqu^s t «O 

i P volume ), les équalion* générale? r«* uu «le mouvement d'un 

système (lu molécules sollicitées par des forces d’attraetion ou de répui- 
sion mutuelle, eu admettant que ee* forces fussent r»*j»réseii{ees par 
des fonctions des dislaisces entre le? molécules : et j’ai prouve que «■«■> 
«■quations, qui renferment un grand inuuhre de eoeilirirnt" dépendant 
de la nature du système, se réduisaient, dans le ea> où l’élasticité rede¬ 
venait la même en tous sens, à d'autres formules qui ne renferment 
qu’un seul eoellicient, et qui avaient été primitivement obtenues par 
31 . Xavier. J’ai de plus déduit de ces équations celles qui déterminent 
les mouvements des plaques et des verbes élastiques, quand on sup¬ 
pose que l’élasticité n’cst pas la même en toiH sens: et j'ai ainsi obtenu 
des formules qui comprennent, eonime cas partieuliers. celles que 
31 . Poisson et d’autres géomètres avaient trouvées dans la >uppo>ition 
contraire. L’accord remarquable de ces diverses formules, et des lois 
qui s’en déduisent, avec les observations des physicien*, et spécia¬ 
lement avec les belles expériences de 3 Ï. Savarî, devait m’encourager 
à suivre les conseils de quelques personnes qui m engageaient a taire 
des équations générales que j’avais données une application nouvelle 

i 1 i Lu à l’Académie des Sciences le i er mai et les 7 et 14 juin is3u 




à la théorie de la lumière. Ayant suivi ce conseil, j’ai été assez heureux 
pour arriver aux résultats que je vais exposer dans ce Mémoire, et qui 
me paraissent dignes de fixer un moment l’attention des physiciens et 
des géomètres. 

Les trois équations aux différences partielles qui représentent le 
mouvement d’un système de molécules sollicitées par des forces 
d’attraction ou de répulsion mutuelle, renferment, avec le temps /, et 
les coordonnées rectangulaires x, y, z d’un point quelconque de 
l’espace, les déplacements E, vj, '( de la molécule m qui coïncide, au bout 
du temps /, avec le point dont il s’agit; ces déplacements étant mesu¬ 
rés parallèlement aux axes des x, r, z. Les memes équations offriront 
21 coefficients dépendant de la nature du système, si l’on fait abstrac¬ 
tion des coefficients qui s’évanouissent, lorsque les masses m, m ! , m", 
des diverses molécules sont deux à deux égales entre elles et distri¬ 
buées symétriquement de part et d’autre de la molécule p. sur des 
droites menées par le point avec lequel cette molécule coïncide. Enfin 
ces équations seront du second ordre, c’est-à-dire qu’elles ne contien¬ 
dront que des dérivées du second ordre des variables principales £, rj, 
‘Ç, et l’on pourra, en considérant chaque coefficient comme une quan¬ 
tité constante, ramener leur intégration à celle d’une équation du 
sixième ordre qui ne renfermera plus qu’une seule variable principale. 
Or cette dernière pourra être facilement intégrée à l’aide des méthodes 
générales que j’ai données dans le 19” Cahier du Journal de VÉcole 
Polytechnique , et dans le Mémoire sur l’application du calcul des résidus 
aux questions de physique mathématique. En appliquant ces méthodes 
au cas où l’élasticité du système reste la même en tous sens, et rédui¬ 
sant la valeur de Invariable principale à la forme la plus simple, à l’aide 
d’un théorème établi depuis longtemps par M. Poisson, on obtient pré¬ 
cisément les intégrales qu’a données ce géomètre dans les Mémoires 
de l’Académie. Mais dans le cas général, la variable principale étant 
représentée par une intégrale définie sextuple, il fallait, pour décou¬ 
vrir les lois des phénomènes, réduire cette intégrale sextuple à une 
intégrale d’un ordre moins élevé. Cette réduction m’a longtemps arrêté : 
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mais je suis enfin parvenu à l’effectuer, pour l’équation aux différences 
partielles ci-dessus mentionnée, et meme généralement pour toutes 
les équations aux différences partielles dans lesquelles les diverses 
dérivées de la variable principale, prises par rapport aux variables 
indépendantes ce, y, z, t, sont des dérivées de même ordre. Alors j’ai 
obtenu, pour représenter la variable principale, une intégrale définie 
quadruple, et j’ai pu rechercher les lois des phénomènes dont la 
connaissance devait résulter de l’intégration des équations proposées. 
Cette recherche a été l’objet du dernier Mémoire que j’ai eu l’honneur 
d’offrir à l’Académie, et qui renferme entre autres la proposition sui¬ 
vante : 

Etant donnée une équation aux différences partielles dans laquelle 
toutes les dérivées de la variable principale relatives aux variables 
indépendantes ce, y, z, /, sont de même ordre, si les valeurs initiales 
de la variable principale et de ses dérivées prises par rapport au temps 
sont sensiblement milles dans tous les points situés à une distance finie 
de l’origine des coordonnées, cette variable et ses dérivées n’auront 
plus de valeurs sensibles au bout du temps t , dans l’intérieur d’une 
certaine surface, et par conséquent les vibrations sonores, lumineuses, 
etc., qui peuvent être déterminées à l’aide de l’équation aux différences 
partielles, se propageront dans l’espace de manière à produire une 
onde sonore, lumineuse, etc., dont la surface sera précisément celle 
que nous venons d’indiquer. Déplus on obtiendra facilement l’équation 
de la surface de fonde, en suivant la règle que je vais tracer. 

Concevons que, dans l’équation aux différences partielles, on rem¬ 
place une dérivée quelconque de la variable principale prise par rap¬ 
port aux variables indépendantes x, y, z, t par le produit de ces 
variables élevées à des puissances dont les degrés soient marqués, pour 
chaque variable indépendante, par le nombre des différenciations qui 
lui sont relatives. La nouvelle équation que l’on obtiendra sera delà 
forme 
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cl représentera une certaine surface courbe. Considérez maintenant le 
rayon vecteur mené de l'origine à un point quelconque de cette surface, 
courbe: portez sur ce rayon vecteur, à partir de borisme, une longueur 
égale au carré du loinps divisé par oc même rayon; menez ensuite par 
l’extrémité de celle longueur un [dan perpendiculaire à sa direction. 
Ce plan sera le plan tangent à la surface de l’onde, et pur conséquent 
celle surface sera l’enveloppe de l’espace que traverseront les divers 
plans qu’on peut construire en opérant comme on vient de le dire. Au 
reste, on arrive encore aux memes conclusions, en suivant une autre 
méthode que je vais exposer eu peu de mots et que j’ai développée 
dans mes dernières leçons an Collège de France. 

Supposons que les valeurs initiales de la variable principale et de 
ses dérivées prises par rapport au temps ne soient sensibles que pour 
les points situés à des distances très petites d’un certain plan mené 
par l'origine des coordonnées, et dépendent uniquement, de ces dis¬ 
tances. Cette môme variable et ces dérivées ne seront sensibles, au 
bout du ((mips t, que dans le voisinage de l'un ries plans parallèles, 
construits à l'aide de la règle que nous avons précédemment indiquée. 
Par conséquent, si les vibrations sonores, lumineuses, etc., sont primi¬ 
tivement renfermées dans une onde plane, cette onde, que nous nom¬ 
merons élémentaire, se divisera en plusieurs autres dont chacune se 
propagera dans l’espace, en restant parallèle à elle-même, avec une 
vitesse constante. Mais ces diverses ondes auront des vitesses de propa¬ 
gation différentes. Si maintenant on çoneoit qu’au premier instant 
plusieurs ondes élémentaires soient renfermées dans des plans divers 
menés par l’origine des coordonnées, mais peu inclinés les uns sur les 
autres, et que les vibrations sonores, lumineuses, etc., soient assez 
petites pour rester insensibles dans chaque onde élémentaire prise 
séparément; alors, ces vibrations ne pouvant devenir sensibles que par 
la superposition d’un grand nombre d’ondes élémentaires, il est clair 
que les phénomènes relatifs à la propagation du son, de la lumière, etc., 
ne pourront être observés, au premier moment, que dans une très 
petite étendue autour de l’origine dos coordonnées, et au bout du 



temps t, que dans le voisinage des diverses nappes de ia surface qui 
sera touchée par toutes les ondes élémentaires. Or cette dernière sur¬ 
face sera précisément la surface courbe dont nous avons parlé ci-dessus, 
et que Ton nomme généralement surface de Tonde. 

Cela posé, si Ton considère le mouvement de propagation des ondes 
planes, dans un système de molécules sollicitées par des forces d'attrac¬ 
tion ou de répulsion mutuelle, on pourra prendre successivement pour 
variables principales trois déplacements rectangulaires d'une molé¬ 
cule /n mesurés parallèlement aux trois axes d'un certain ellipsoïde qui 
aura pour centre l'origine des coordonnées, et que Ton construira faci¬ 
lement dès que Ton connaîtra les coefficients dépendant de la nature 
du système proposé, et la direction du plan ABC, qui renfermait une 
onde plane au premier instant. Alors cette onde se divisera en six 
autres qui auront constamment la meme épaisseur que la première, el 
se propageront avec des vitesses constantes, dans des plans parallèles 
à ABC. 

Ces ondes, prises deux à deux, auront des vitesses de propa¬ 
gation égales, mais dirigées en sens contraires. De plus ces vil esses, 
mesurées suivant une droite perpendiculaire au plan ABC, pour les 
trois ondes qui se mouvront dans un même sens, seront constantes e( 
respectivement égales aux quotients qu’on obtient en divisant l'unité 
par les trois demi-axes de l’ellipsoïde ci-dessus mentionné. Les points 
situés hors de ces ondes seront en repos, et si les trois demi-axes de 
l’ellipsoïde sont inégaux, le déplacement absolu et la vitesse absolue 
des molécules, dans une onde plane, resteront toujours parallèles à 
celui des trois axes de l'ellipsoïde qui sera réciproquement propro- 
tionnel à la vitesse de propagation de cette onde. Mais, si deux ou trois 
axes de l’ellipsoïde deviennent égaux, les ondes planes qui se propa¬ 
geront dans le même sens avec des vitesses réciproquement propor¬ 
tionnelles à ces axes, coïncideront, et la vitesse absolue de chaque 
molécule renfermée dans une onde plane sera, au bout d’un temps 
quelconque, parallèle aux droites suivant lesquelles les vitesses ini¬ 
tiales se projetaient sur le plan mené par les deux axes égaux de l’ellip- 
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solde, ou môme, si l’ellipsoïde se change en une sphère, aux directions 
de ces vitesses initiales. 

Concevons maintenant qu’au premier instant plusieurs ondes planes, 
peu inclinées les unes sur les autres et sur un certain plan ABC, se 
rencontrent et se superposent en un certain point A. Le temps venant 
à croître, chacune de ces ondes se propagera dans l’espace, en don¬ 
nant naissance, de chaque côté du plan qui la renfermait primitivement, 
à trois ondes semblables renfermées dans des plans parallèles, mais 
douées de vitesses de propagation différentes; par conséquent le sys¬ 
tème d’ondes planes que l’on considérait d’abord se subdivisera en 
trois autres systèmes, et le point de rencontre des ondes qui feront 
partie d’un meme système se déplacera suivant une certaine droite avec 
une vitesse de propagation distincte de celle des ondes planes. Donc, 
au bout d’un temps quelconque t, le point A se trouvera remplacé par 
trois autres points dont les positions dans l’espace pourront être cal¬ 
culées pour une direction donnée du plan ABC, et les diverses posi¬ 
tions que pourront prendre les trois points dont il s’agit pour diverses 
directions primitivement attribuées au plan ABC, détermineront une 
surface courbe «à trois nappes, dans laquelle chaque nappe sera cons¬ 
tamment touchée par les ondes planes qui feront partie d’un meme 
système. Or cette surface courbe sera précisément celle dont nous 
avons déjà parlé ci-dessus, et que nous avons nommée surface de 
l’onde. 

Au reste, pour que la propagation des ondes planes puisse s’effec¬ 
tuer dans un corps élastique, il est nécessaire que les coefficients, ou 
du moins certaines fonctions des coefficients renfermés dans les équa¬ 
tions aux différences partielles qui représentent le mouvement du corps 
élastique, restent positives. Dans le cas contraire, les ondes planes ne 
pourraient plus se propager, et l’on en serait averti parle calcul qui 
donnerait pour les vitesses de propagation des valeurs imaginaires. 

Dans la théorie de la lumière, on désigne sous le nom d’éther le 
fluide impondérable que l’on considère comme étant le milieu élastique 
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d’un grand nombre d’ondes planes dont les plans sont peu inclinés les 
uns aux autres est celui dans lequel on suppose que la lumière peut 
être perçue par l’œil. La série des positions que ce point de rencontre 
prend dans l’espace, tandis que les ondes se déplacent, constitue ce 
qu’on nomme un rayon lumineux; et la vitesse de la lumière mesurée 
dans le sens de ce rayon doit être soigneusement distinguée, i° de la 
vitesse de propagation des ondes planes, 2 0 de la vitesse propre des 
molécules étliérées. Enfin l’on appelle rayons polarisés ceux qui corres¬ 
pondent à des ondes planes dans lesquelles les vibrations des molécules 
restent constamment parallèles à une droite donnée, quelles que soient 
les directions des vibrations initiales. 

Pour plus de généralité, nous dirons que, dans un rayon lumineux, 
la lumière est polarisée parallèlement à une droite ou à un plan donné, 
lorsque les vibrations des molécules lumineuses seront parallèles à 
cette droite ou à ce plan, sans être parallèles dans tous les cas aux 
directions des vibrations initiales; et nous appellerons plan de polari¬ 
sation le plan qui renfermera la direction du rayon lumineux, et colle 
de. vitesses propres de molécules éthérées. Ces définitions s’accordent, 
comme 011 le verra plus tard, avec les dénominations reçues. 

Cela posé, il résulte des principes ci-dessus établis, qu'en partant 
d’un point donné de l’espace, un rayon de lumière dans lequel les 
vitesses propres des molécules ont des directions quelconques, se sub¬ 
divisera généralement en trois rayons de lumière polarisée parallè¬ 
lement aux trois axes d’un certain ellipsoïde. Mais chacun de ces rayons 
polarisés ne pourra plus être divisé par l’action du fluide élastique dans 
lequel la lumière se propage. De plus, le mode de polarisation dépen¬ 
dra de la constitution de ce fluide, c’est-à-dire de la distribution de ses 
molécules dans l’espace ou dans un corps transparent, et du plan qui 
renfermait primitivement les molécules vibrantes. Si la constitution 



si dans ce corps ie iluide éthéré se trouve distribué de telle sorte que 
son élasticité demeure la même en tous sens autour d’un point quel¬ 
conque, les trois rayons polarisés, dans lesquels se subdivise généra¬ 
lement un rayon quelconque de lumière, seront dirigés suivant la 
même droite ; et, comme la vitesse de la lumière sera la meme dans les 
deux premiers rayons, ceux-ci se confondront l’im avec l'autre. Il ne 
restera donc alors que deux rayons polarisés, l’un double, l'autre 
simple, ayant la même direction. Or, le calcul fait voir que dans le 
rayon simple la lumière sera polarisée suivant la direction dont il s’agit, 
tandis que dans le rayon doubli 1 , lu lumière sera polarisée, perpendicu¬ 
lairement à cette direction. Si les vibrations initiales des molécules 
lumineuses sont renfermées dans un plan perpendiculaire à la direction 
dont, il s'agit, le rayon simple disparaîtra, et les vitesses propres des 
molécules dans le rayon double resteront constamment dirigées suivant 
des droites parallèles aux directions des vitesses initiales, de sorte qu’à 
proprement, parler, il n’y aura plus de polarisation. Alors aussi la 
vitesse de propagation de la lumière sera équivalente à la vitesse de 
propagation d’une onde plane, et la même en tous sens autour de 
chaque point. Or, la réduction de tous les rayons à un seul, etl’absenoe 
de toute polarisation dans les milieux où la lumière se propage en tous 
sens avec la même vitesse étant des faits constatés par l'expérience, 
nous devons conclure de ce qui précède que dans ces milieux les 
vitesses propres des molécules éthérées sont perpendiculaires aux 
directions des rayons lumineux, et comprises dans les ondes planes. 
Ainsi l’hypothèse admise par Fresne -1 devient une réalité. Cet habile 
physicien, malheureusement enlevé aux sciences par une mort préma¬ 
turée, a donc eu raison de dire que dans la lumière ordinaire les vibra¬ 
tions sont transversales, c’est-à-dire perpendiculaires aux directions 
des rayons. A la vérité, les idées de Fresnel sur cet objet ont été vive¬ 
ment combattues par un illustre académicien dans plusieurs articles 
que renferment les Annales de physique et de chimie, et dont l’un es! 
relatif au mouvement de deux fluides superposés. Suivant Fauteur de 
ces articles, les vibrations des molécules dans l'éther finîraie it nar êt'e 


Toujours sensiblement perpendiculaires aux surfaces des ondes que le 
mouvement produit en se propageant, et dès lors la polarisation, telle 
qu'elle a été précédemment définie, deviendrait impossible et dispa¬ 
raîtrait complètement. Alors aussi la surface de fonde serait toujours 
un ellipsoïde, et n’olfrirait qu'une seule nappe, en sorte que pour 
expliquer la double réfraction on serait obligé de supposer deux lluides 
éthérés simultanément renfermés dans le même milieu. Mais on doit 
remarquer que l'auteur, comme il le dit lui-même, avait déduit ces 
diverses conséquences de l’intégration de l'équation connue aux diffé¬ 
rences partielles qui représente les mouvements des fluides élastiques, 
et de celle qu’on en déduit lorsqu’on suppose inégaux les trois coeili- 
cients des dérivées partielles de la variable principale. Or, ces équa¬ 
tions ne paraissent point applicables à la propagation des ondes lumi¬ 
neuses dans un fluide é thé ré, et l’accord remarquable de la théorie que 
je propose avec l’expérience me semble devoir confirmer l’assertion 
que j’ai déjà émise dans un précédentMémoire sur le mouvement de la 
lumière; savoir, que les équations différentielles de ce mouveinenl 
sont comprises dans celles que renferment les 3 r e( de. 1 ' livraisons des 
Exercices de mathématiques. 

Nous allons maintenant appliquer la théorie que nous venons de 
reproduire en peu de mots à la propagation de la lumière dans les 
cristaux à un axe ou à deux axes optiques. Pour y parvenir, il ne sera 
pas nécessaire d'employer les équations générales que nous avons 
données dans la 3 i c livraison des Exercices , comme propres à repré¬ 
senter le mouvement, d’un système de molécules sollicitées par des 
forces d’attraction ou de répulsion mutuelle, et l’on pourra réduire ces 
équations aux formules (( 38 ) de la page 208 du troisième volume, c’est- 
à-dire aux formules qui expriment le mouvement d’un système qui 
offre trois axes d’élasticité perpendiculaires entre eux. On pourra 
d’ailleurs supposer qu’aucune force intérieure n’est appliquée au sys¬ 
tème, et alors les formules dont il s’agit renfermeront seulement le 
temps t, les coordonnées x, y, z d'une molécule quelconque m, ses 
déplacements £, y], £, mesurés parallèlement aux axes coordonnés, et 
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neuf coefficients G, II, I, L, M, N, P, Q, B, dont les trois premiers seront 
proportionnels aux pressions supportées, dans l'état naturel du fluide 
éthéré, par trois plans respectivement perpendiculaires à ces memes 
axes. Les coefficients dont il est ici question, étant regardés comme 
constants, on construira sans peine l’ellipsoïde dont les trois axes sont 
réciproquement proportionnels aux trois vitesses de propagation (les 
ondes planes parallèles à un plan donné, et dirigés parallèlement aux 
droites suivant lesquelles se mesurent les vitesses propres des molé¬ 
cules éthérées dans ces ondes planes. On pourra aussi déterminer, 
i" les directions des trois rayons polarisés produits par la subdivision 
d’un rayon lumineux dans lequel les vibrations des molécules auraient 
des directions quelconques; 2 0 la vitesse de la lumière dans chacun de 
ces trois rayons; 3 ° les diverses valeurs que prendrait cette vitesse, 
dans les rayons polarisés produits par la subdivision de plusieurs 
rayons lumineux qui partiraient simultanément d’un même point. 
Enfin l’on pourra construire la surface à trois nappes, qui, au bout du 
temps t, passerait par les extrémités de ces rayons, et que l’on nomme 
la surface de l’onde lumineuse. Quant à l’intensité de la lumière, elle 
sera mesurée, dans chaque rayon, par le carré de la vitesse des molé¬ 
cules. Cela posé, si l’élasticité du fluide éthéré reste la meme en tous 
sens autour d’un axe quelconque parallèle à l’axe des z, on aura 

( 1 ) Ci~ II, L = M = 'Mi, E—Q; 

et par conséquent les neuf coefficients dépendant de la distribution des 
molécules dans l’espace se réduiront, à cinq, savoir : II, I, N, Q, B. Il y 
a plus : deux nappes de la surface ci-dessus mentionnée pourront se 
réduire au système de doux ellipsoïdes de révolution circonscrits l’un 
à l’autre; et, pour que cette dernière réduction ait lieu, il suffira que 
la condition 

(a) (3R-Q)(N-Q) = /iQs 

soit remplie. Enfin l’un des deux ellipsoïdes deviendra une sphère qui 
a in nour liamètre l’ave de. révnlnhni de l’antre ell’ncnïde «i l’nn 


suppose 

(3) 


1-1 = 1 ; 


( i ,t alors la marche (1rs doux rayons polarisés sera précisément celle 
qu'indique le théorème d'Huygcns, relatif aux cristaux qui offrent un 
seul axe optique. Or, l'exactitude de ce théorème ayant été mise hors 
de doute par les nombreuses expériences des physiciens les plus 
habiles, il résulte de notre analyse que, dans les cristaux à un axe 
optique, les coefficients H, I, N, Q, R, vérifient les conditions (■->) et (.T). 
D’ailleurs l’élasticité du fluide étliéré n'étaut, par hypothèse 1 , la même 
en tous sens qu'autour de l’axe des -, il n’est pas naturel d’admettre 
que l’on ait G = // = /, à moins que l'on ne suppose les trois coeffi¬ 
cients G, //, /, généralement nuis. Il est donc très probable que dans 
l’éther ces trois coefficients s'évanouissent, et avee eux les pressions 
supportées par un plan quelconque dans l’état naturel. Cette hypothèse 
étant admise, l'ellipsoïde et la sphère ci-dessus mentionnés seront 
représentés par les équations 


(i) 


+ 






t-] 


en sorte que sjQ sera le demi-diamètre de la sphère, et <JR le demi- 
diamètre de l'équateur dans l'ellipsoïde. Il importe d’observer que 
dans les cristaux doués d'un seul axe optique, ces deux demi-diamètres, 
ou leurs carrés Q, li, sont toujours très peu différents l'un de l'autre, 
et qu’en conséquence l'ellipse génératrice de l'ellipsoïde offre une 
excentricité très petite. Il en résulte aussi que la condition (8) se réduit 
sensiblement à la suivante 

N — 3K, 

c’est-à-dire à une condition qui est remplie, toutes les fois que l’élas¬ 
ticité d’un milieu reste la même en tous sens autour d’un point quel¬ 
conque. Ajoutons que l'intensité de la lumière déterminée par le calcul 
pour chacun des deux rayons polarisés que nous considérons ici, est 
précisément celle que fournit l’observation. Quant au troisième rayon 
polarisé, le calcul montre qu'il est très difficile de l’apercevoir, attendu 
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uo l'intensité de la lumière y demeure toujours très petite quand elle 
'est pas rigoureusement nulle. Nous indiquerons plus tard les moyens 
'en constater l'existence. 

ConceA r ons à présent que, dans le üuide élliéré, l'élasticité cesse 
être la meme en tous sens autour d'un axe parallèle à l'axe des Si 
on coupe la surface de fonde lumineuse par les plans coordonnés, les 
ections faites dans deux nappes de. cette surface pourront se réduire 
ux trois cercles et aux trois ellipses représentées par les équations 


•0 






/-, 






-|— .r- 

Q 


- r- ; 


t, pour que cette réduction ail lieu, il sullira que les coeüieients (j, 
/, /étant nuis, les (rois conditions 


\ (.vi ■- t J j (N - - P) ] P-. (N -q>uL i^ 2 . 

I (L - -R)(M - R)._ i R-, 


utes trois semblables à la condition (y- 1 -)’ soient vérifiées. Il y a plus, 
i les excentricités des trois ellipses sont assez petites pour qu’on puisse 
égliger leurs carrés, les conditions (G) entraîneront la suivante 

(M — P)(N — Qj(L — Rj ~ (N P J ( L - Oj(M - M )P( V )R 

t l’équation de la surface de fonde lumineuse pourra être réduite à 

\ :T-)(I\.r/- -i- O p--h R~\) 

/} I — | P (g H- U).r- -h ( ) ( R + Pj.v- H- R(P + (J) s J -1/•- -I- 


)r, les trois cercles, les trois ellipses, et la surface du f\ degré repré¬ 
entées par les équations (5), ( 7 ), sont précisément celles que Fresnel 
données comme propres à indiquer la marche des deux rayons pola- 
isés, aperçus jusqu’à ce jour dans les cristaux à deux axes optiques: 

I fon sail d’ailleurs (lue, dans ces cristaux, les excentricités des 
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ellipses sont lort petites. Doue les conditions ( 6) doivent y être sensi¬ 
blement véi illées. An reste, il est bon il observer que, si les excentri¬ 
cités devenaient milles, ou en d’autres termes, si l’on avait 

(N) I» —O — R. 

les conditions (G) donneraient 

(«U L--: M = îN ~ .5R. 

et que les conditions ( S), yt)) sont précisément celles qui doivent être 
remplies pour que I élasticité d un milieu reste la même dans tous les 
sens. 

Ouanl.au troisième rayon polarisé, comme l'intensité de sa lumière 
est Tort petite, il sera généralement très dilïicile. de l’apercevoir, si ce 
n est. dans des circonstances particulières que notre théorie nous per¬ 
met! ra d’indiquer. 

En résumant ce qu’on vient de dire, ou voit que, les conditions (<Q 
étant supposées rigoureusement remplies, les sections faites dans la 
surface de l’onde lumineuse, par les plans coordonnés coïncideront 
exactement avec celles que. Fresnel a données. Quant à la surface 
meme, elle 1 sera peu dilférenlo delà surface du Ÿ degré que cet illustre 
physicien a obtenue, et par conséquent cette dernière est, dans la 
théorie de la lumière, ce qu'est le mouvement elliptique des planètes 
dans le système du monde. 

Les excentricités des ellipses suivant lesquelles la surface de l'onde 
lumineuse se trouve coupée par les plans coordonnés étant, généra¬ 
lement. fort petites pour les cristaux à un seul axe ou à deux optiques, 
il en résulte qu’on peut déterminer avec une grandi' approximation, 
dans ces cristaux, les vitesses de propagation des ondes planes, et les 
plans de polarisation des rayons lumineux, à l’aide de la règle que je 


r 


n 


par un plan diamétral parallèle au plan donne. La section ainsi obtenue 
sera une ellipse dont les deux axes seront numériquement égaux aux 
vitesses de propagation des ondes planes dans les deux rayons. De 
plus, celui de ces deux rayons dans lequel les ondes planes se propa¬ 
geront avec une vilusse représentée par le. grand axe de l'ellipse, sera 
polarisé parallèlement au petit axe; et réciproquement le rayon dans 
lequel les ondes planes se propageront avec, une vitesse représente 
par le petit axe de l'ellipse sera polarisé parallèlement au grand axe. 
Si l’on fait coïncider le plan ABC avec l’un des plans principaux de 
l’ellipsoïde, les deux rayons polarisés suivront la même route, cl les 
deux vitesses de la lumière dans ces rayons seront prérisément les 
vitesses de propagation des ondes planes. Par suite, les vitesses de la 
lumière dans les six rayons polarisés, dont les directions coïncident 
avec les trois axes de l’ellipsoïde, sont deux à deux égales entre elles 
et à l’un des nombres \/P, \IQ, \Jli. Ajoutons (pie les deux rayons dont 
la vitesse est \J~P sont polarisés parallèlement à l’axe des a:, ceux dont 
la vitesse est parallèlement à l’axe des r, et ceux dont la vitesse 
est yli parallèlement à l’axe des z. Dans le cas particulier où les quan¬ 
tités P, Q, deviennent égales entre elles, la surface représentée par 
l’équation (io), ou 


est un ellipsoïde de révolution dont l’axe est ce qu’on appelle l’axe 
optique du cristal. Alors, l’un des demi-axes de la section laite par un 
plan diamétral quelconque est constamment égal à </(), ainsi que la 
vitesse de la lumière dansl’un des deux rayons polarisés. Le rayon dont 
il s’agit est celui qu’on nomme rayon ordinaire, et il se trouve polarisé 
parallèlement à la droite, qui dans le plan déforme le plus petit et le 
plus grand angle avec l’axe optique, tandis que l’autre rayon, appelé 


rayon extraordinaire, est polarisé parallèlement à la droite d’inter¬ 
section du plan ABCei d un plan perpendiculaire à l’axe optique. Alors 
aussi les deux rayons ordinaire et extraordinaire se superposent, quand 
ils sont dirigés suivant, l’axe optique, et se réduisent à un rayon unique 
qui n’offre plus aucune trace de polarisation. 

Lorsque les trois quantités P, Q, R, sont inégales entre elles, l’ellip¬ 
soïde représenté par l’équation (io)peut être coupé suivant des cercles 
par deux plans diamétraux qui renferment tous deux l’axe moyen. 
Donc les deux rayons polarisés se superposent lorsque les ondes planes 
deviennent parallèles à l’un de ces plans. Alors, la direction commune 
des deux rayons est ce qu’on appelle un axe optique. Donc, pour les 
cristaux dans lesquels l’élasticité de l’éther n’est pas la même en tous 
sens autour d’un axe, il existe deux axes optiques suivant lesquels se 
dirigent les rayons qui n’offrent plus aucune trace de polarisation. 

Toutes ces conséquences de notre analyse sont conformes à l’expé¬ 
rience, et même, dans des leçons données au Collège royal de France, 
M. Ampère avait déjà remarqué que la construction de l’ellipsoïde 
représenté par l’équation (io) fournit le moyen de déterminer les 
vitesses de propagation des ondes planes et les plans de polarisation 
des rayons lumineux. Seulement ces plans, que l’on croyait perpendi¬ 
culaires aux directions des vitesses propres des molécules éthérées, 
renferment au contraire, ces mêmes directions. 

Nous ajouterons qu’à l’équation (10) on pourrait substituer la sui¬ 
vante 

( i '>. ) I *.r:- H- Q K z ' 1 — i. 

En effet, les deux sections faites par un menu; plan dans les deux 
ellipsoïdes que représentent les équations (io) et (12), ont leurs axes 
parallèles, et ceux de la seconde section sont respectivement égaux 
aux quotients que l’on obtient en divisant Funité par les axes de la 
première. 


SUR 

LES DIVERSES MÉTHODES 
A L’AIDE DESQUELLES ON PEUT ÉTABLIR 
LES ÉQUATIONS 

QUI REPRÉSENTENT LES LOIS D’ÉQUILIBRE 

OU 


Bulletin de Férussuc, Tome XIII, p. 169-176; i 83 o. 


Lorsqu’on recherche los équations qui représentent, l’équilibre, on 
Je mouvement intérieur d’un corps solide ou fluide, on peut ou consi¬ 
dérer ce corps comme une masse continue, ou le regarder comme un 
système de points matériels qui s'attirent ou se repoussent à de très 
petites distances. Dans le premier cas, il faut d’abord établir la théorie 
des pressions ou tensions exercées en un point donné d’une masse 
continue contre les divers plans qu’on peut laire passer par ce même 
point. .Fai donné le premier cette théorie, qui olTre quelques analogies 
avec la théorie de la courbure des surfaces, dans un Mémoire 
présenté à l’Académie des sciences le 3 <> septembre itvv-t, e( relatif à 
l’équilibre, ainsi qu’au mouvement intérieur des corps solides élas¬ 
tiques ou non élastiques, line .Note indiquant les principaux résultats 


(q Lu à l’Académie royale dos Sciences le S mars i 83 o. 



auxquels j'étais parvenu, a été insérée dans le Bulletin de la Société 
philomathique de janvier iMad, et ces résultats ont été reproduits encore 
dans les tomes 2 et 3 des Exercices de mathématiques. J’ai fait voir en 
particulier que les pressions ou ((‘lisions exercées en un point d'un 
corps contre divers plans passanl par ce point étaient «mi général 
obliques par rapport aux plans qui les supportaient, et ne pouvaient 
devenir toutes normales à ces plans que dans le cas où elles étaient 
égales entre elles; que pour chaque point il existait trois plans princi¬ 
paux rectangulaires entre eux, et supportant des pressions,ou tensions 
normales, parmi lesquelles se trouvaient toujours les pressions ou 
(('.usions maxima ou minima\ qu'on pouvait toujours, un s’appuyant 
sur la considération d’un tétraèdre infiniment petit, déduire la pres¬ 
sion exercée contre, un plan quelconque des trois pressions supportées 
par des plans parallèles aux plans coordonnés; et que les neuf com¬ 
posantes de ces (rois dernières pressions se réduisaient, à six; enfin, 
que les intensités dos pressions supportées par divers plans et que leurs 
composantes normales, pouvaient être facilement déterminées moyen¬ 
nant, la construction d'ellipsoïdes dont chacun devait, être remplacé 
dans certains cas par deux systèmes d’hypcrholoïdes conjugués. Enfin, 
j’ai donné les relations qui existent dans l’état d’équilibre d’un corps 
solide ou lluide entre les pressions ou tensions et les forces accéléra¬ 
trices. Les équations qui expriment ces relations, et celles qu’on en 
tire lorsqu’on tient compte de la force accélératrice qui serait capable 
de produire le mouvement observé de chaque point, si ce point devenait 
libre, sont les véritables équations d’équilibre et de mouvement des 
corps solides ou fluides élastiques ou non élastiques considérés comme 
des masses continues. Ces équations, dans le cas d’équilibre, se. 
réduisent à 
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ÉQUATIONS D’ÉQUILIBRE DES COUPS. 

p désignant la densité du corps au point (a;, y, z) ; X. Y, Z, les projec¬ 
tions algébriques de la force accélératrice sur les axes de coordon¬ 
nées supposées rectangulaires, et A, F, E; F, B, D; E, D, C, les 
projections algébriques sur les mêmes axes des pressions sup¬ 
portées au point (x, y, z), par trois plans parallèles aux plans 
coordonnés. 

Dans le cas du mouvement, les équations (i) doivent être rempla¬ 
cées par les suivantes : 


clk. 

r/F dE 

d' 1 Y r 

cia: * 

- 7 - -1- -7- -F p\ = 
dy dz 

= ?dF 

r/F 

d B r/D 

d-Ti 

Z7r h 



clE 

tfD dC 

cl-'C, 

clx 

7iï + 7l7 + p/j = 

~ P JF 


x, y, z, l étant les variables indépendantes, et r j5 ‘C, désignant les 
déplacements d’une molécule mesurée parallèlement aux axes des 
y ! ^ * 

Pour déduire des équations (i) et (2) les lois d’équilibre ou de 
mouvement d’un corps, il est nécessaire de connaître les relations 
qui existent entre les pressions A, B, C, D, E, F, et les dépla¬ 
cements y], 

Or, on peut faire à ce sujet les remarques suivantes : 

Lorsqu’un corps se condense ou se dilate, la distance r entre deux 
molécules très voisines croît ou diminue dans un certain rapport, et la 
différence £ de ce rapport à l’unité est une quantité positive ou néga¬ 
tive, qu’on peut nommer la condensation ou dilatation linéaire dans le 
sens du rayon vecteur r. 

Or, cette condensation linéaire varie dans les diverses directions, 
et j’ai fait voir que si les déplacements £, yj, ‘C, sont très petits, 
ses diverses valeurs seront réciproquement proportionnelles aux 


C’est ce qui résulte immédiatement de la formule 


( 3 ) 


„ dr\ dQ / dn dÇ \ _ 

£ — -7- cos-a -|—— cos- b H—— cos-y -f- -7-1—r- ) cos ê cos y 

dœ dy dz 1 \dz dy J 1 

(de dl\ ( dl dr,\ 

-I- I -+- jp ) cosy cosa - 4 - ( "F jpj Jcosa cosë 


dans laquelle a, £, y désignent les angles que forme le rayon vecteur r 
avec les demi-axes des coordonnées positives. Les condensations ou 
dilatations mesurées suivant les trois axes de l’ellipsoïde sont celles 
que j’ai nommées condensations ou dilatations linéaires principales. 
Parmi elles se trouvent toujours les condensations maxima ou miniina. 
Il résulte encore de la formule ( 3 ), qu’en chaque point d’un corps les 
condensations ou dilatations linéaires, mesurées dans des directions 
quelconques, sont complètement déterminées, dès que l’on connaît, 
pour ce meme point les valeurs dos six quantités, 


de d-(\ d'C d‘f\ d'C d'C dt de, dr\ 

dœ' dy' dz' dz dy' d.v dz' dy dœ 


Pour appliquer la théorie que nous venons de rappeler, aux corps 
élastiques, il suffit d’admettre un principe que j’ai posé dans le 
Mémoire de 182a, savoir : qu’on chaque point d’un corps parfaitement 
élastique, la pression ou tension exercée contre un plan quelconque 
dépend uniquement des condensations ou dilatations linéaires, en 
sorte que le système de ces condensations ou dilatations étant connu, 
on peut en déduire le système entre des pressions ou tensions dans les 
différents sens. A la vérité, en appliquant ce principe, j’avais implici¬ 
tement supposé dans le Mémoire de 1822, que la nature du corps ou 
plutôt son élasticité était la meme dans tous les sens. Mais rien 
n’cmpéclie d’étendre le meme principe au cas où cette condition 11’est 
pas remplie, et dès lors les six pressions 

(5) A, B, C, D, E, F 


' ne peuvent être que des fonctions des quantités (4); or, si après avoir 
développé ces fonctions suivant les puissances ascendantes des quan- 
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a,, a a , a :1 , a.,, a 3 , a fl , l) t , etc., désignant des coefficients qui seront 
déterminés pour chaque point, mais pourront varier avec x, y, z. 

Ces équations sont celles que M. Poisson a données dans son dernier 
Mémoire, et qu'il a déduites d'une méthode peu différente de colle 
que nous venons d'indiquer (M. 


( J ) Four établir les formules (6), qu’il regarde comme applicables aux corps solides 
élastiques, dont les molécules sont très peu écartées des positions qu’elles occupaient 
dans l’état naturel. M. Poisson part de ce principe, que les pressions A, B, C, D, E, F, 
correspondantes au point (.r, j, s), dépendent uniquement des déplacements relatifs des 




Chacun*! d’elles, pris*! à part, est de la même forme que Tune des 
équations inscrites sous les numéros ( 5 ) et (O) à la page y. de la 
3 y livraison des Exercices de mathématiques ; seulement il n’arrive 
plus ici, comme dans les Exercices, que quelques-uns dos coefficients 
qui servent à déterminer la pression A soient égaux à quelques-uns de 
ceux qui servent à déterminer chacune des autres pressions B, 0 , 1 ), 
h, K; et les 3(5 coefficients a x , h x . c x , d x , e x , : *y 2 , h.,, etc., sont (ons 

distincts les uns des autres. 

Si Télasticité du corps est la même dans tous les sens, les axes 
suivant lesquels s*! mesurent les condensations ou dilatations princi¬ 
pales z', z", z'" doivent être perpendiculaires aux plans qui supporte¬ 
ront les pressions principales //, p", pi" . De plus ces pressions ne 
peuvent être que des fonctions do z’, z", e w , tellement choisies que leurs 
valeurs ne soient pas altérées par un échange opéré entre les axes dos 
x. y, - 3 . Pour remplir cette condition, en négligeant les puissances 
snpérieuros de z r , z ", z"\ il faudra supposer 

/ f) — h~ \ Z —l- /’•> (3 I Z ' ). 

( 7 .) j !>" - ~ /■': + h-1 ( r ' > - 

( / , z'" -H /•., ( z 1 ■ z" I. 

fi j, h, désignant des coefficients qui soient déterminés pour chaque 
point, mais puissent varier ave** x, y, z. Si l’on fait pour abréger 

( X j O _ 3 ' i - 3 I • 3 

u, ainsi que je l’ai remarqué, représentera la dilatation ou condensa¬ 
tion *1*' volume au point, (x, y, z), et en écrivant (\ K, au lieu 

molécules dans le voisinage de ce point, et par conséquent des neuf quantités 

d; tl- d\ (h x c/r, /h x r/'Ç dZ d'Z _ 

tl.c 5 dy" 1 dz d.r J ^/)■ , dz d.td dy tlzd 

puis en considérant ces quantités comme infiniment petites du premier ordre, et négli¬ 
geant les infiniment petits du second ordre, il réduit les valeurs do A, B, C, D, E, F. à 
des fonctions linéaires des quantités dont il s’agit. Enfin il ramène ces fonctions à la 
forme sons laquelle elles se présentent dans les équations (il;, en admettant que les 
pressions s’évanouissent dans [’élat naturel du corps, et en observant que cet état 
continue de su b si.-» ter, quand on imprime à tous les points un mouvement commun de 
rotation autour de l’un des axes coordonnés. 


de h — ko, k 2 , on réduira les formules (7) à 

Î p* hé H— Ky, 

P" — /r£ " + & ,J i 
j p«=/ce" + Kv; 


puis, en raisonnant comme dans le tome 3 des Exercices de mathéma¬ 
tiques (p. 167 et suiv.), on en conclura 


Arr/Æ+Ivu, 

clx 



Enfin, si Y on substitue les valeurs précédentes de A, 11 , G, D, E, F, 
dans les formules (1) ou (2), on obtiendra précisément les équations 
que j’ai données (dans le tome 3 des Exercices de mathématiques , 
p. 179) comme représentant l’équilibre ou le mouvement d’un corps 
élastique dont l’élasticité reste la même dans tous les sens. Ces ('([na¬ 
tions, qui renferment deux coefficients dépendant de la nature du 
corps, comprennent, comine cas particulier, d’autres équations qui 
n’en renferment qu’un seul, savoir celles auxquelles MM. Navier et 
Poisson étaient parvenus dans des Mémoires présentés à l’Académie, 
le 1/1 mai 1821 et le i fir septembre 1827, par des méthodes très diffé¬ 
rentes de celle que je viens d’indiquer, et les équations que j’avais 
données dans le Mémoire déjà cité de 1822. 

On peut se proposer de trouver les équations qui devraient remplacer 
les formules (6), si l’on considérait un corps élastique passant d’un 
premier état dans lequel les pressions ne seraient pas milles à un 
second état distinct du premier. Or, en se servant de la méthode par 
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laquelle M. Poisson a établi les équations (G), et (les formules que j’ai 
données dans le premier volume des Exercices de mathématiques, p. 33 , 
on obtient, au lieu des équations (6), celles qui suivent : 
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Les l\‘i coefficients que venfermenl ces dernières savoir : 

Un, !îu. l‘u. (t ü , On, 1 ; U |. è|. clc.. 

doivent être considérés en général comme représentant, des lïmclions 
de x, y, z. Ajoutons que les formules (i i), comprennent comme cas 
particulier, les formules .qui sont inscrites sous les numéros ( 36 ), (d 1 ;), 
à la page 1 38 du 4 e volume des Exercices, et qui renferment seulement 
>,i coefficients distincts. 

Dans un second article j’examinerai eu particulier les équations 
auxquelles on parvient quand on considère les corps comme des 
systèmes de points matériels. 
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L’INTÉURATION D’UNE CERTAINE CLASSE 
D’ÉQUATIONS 

AUX DIFFÉRENCES PARTIELLES. 


Bulletin de Férassue, Tome XIII, p. '273-279; iM 3 o. 


Lu solution d'un grand nombre de questions de physique mathéma¬ 
tique dépend de l’intégration d'équations aux dilférenees partielles 
linéaires, et à coefficients constants, dans lesquelles les dérivées de, la 
variable principale sont toutes du meme ordre. Telles sont en parti¬ 
culier les équations qui expriment les lois de, la propagation des ondes 
à la surlace d’un liquide renfermé dans un canal dont la profondeur 
est très petite, et les lois de la propagation du son dans un gaz, dans 
un liquide, ou dans un corps solide élastique. Il était important 
d'obtenir les intégrales générales des équations de ce genre sous une 
(orme telle qu’on put en déduire aisément la connaissance des phéno¬ 
mènes que ces équations représentent. Tel es! l'objet de divers 
Mémoires que j’ai présentés dernièrement à l’Académie des Sciences. 
Je vais donner en peu de mots une idée des résultats auxquels je suis 
parvenu, et qui me paraissent dignes de fixer un instant l’a(lontion des 
géomètres. 

Soitcp une fonction des variables indépendantes x } y,z, servons- 
nous d’ailleurs, pour plus de simplicité, de la notation adoptée dans le 
:T‘ volume dès Exercices- de mathématiques, et désignons en consé- 



quence, par 


D*D*D', Df9 


la dérivée 


(0 


( lh rl-hl q 

cLv d\ k dd ... d/" 1 


Une équation linéaire aux différences partielles et à coefficients 
constants, entre la variable principale <p, et les variables indépendantes 
x, y, z . i, pourra s’écrire comme suit 


('>■) 


F(D X , D,, D-.D/)? i>, 


la fonction F (u, v, w, .y), étant ce qui devient le premier membre de 
l’équation, aux différences partielles quand on y remplace les diverses 
valeurs de l’expression (i) par les valeurs correspondantes du produit 

a 1 ' r* \v r . . ..s w . 


De plus, si, dans l’équation (a), toutes les dérivées de © sont du 
même ordre, V(u, c, w, . . ., .y) sera une fonction homogène de u, e, 
w, s. Cela posé, en suivant le principe que j’ai indiqué dans les 
Mémoires ci-dessus mentionnés, on pourra intégrer l’équation (2), 
de manière que les fonctions arbitraires introduites par l’intégration 

soient les valeurs de ÿ’ oie., correspondant à 1 = o, et l’on 

arrive en particulier aux conclusions suivantes. 

Concevons, pour fixer les idées, que les variables indépendantes se 
réduisent à quatre, x, y, z, t. Soit n l’ordre de l’équation (2) réduite 
à la forme 

(3) F(D,., D r , D„DC? = o. 

Représentons par 

? b ( ^ 1 J j ) 5 ~~jy — b ( X , J , -j ), * ■ • ? 

d ,l ~ 1 o _ , 


les valeurs de 
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o, -y-y •••? f/( , L 1 correspondant 


à L — 0. 


L’intégrale 



générale de l’équation ( 3 ) sera 
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cos- ù yco s- o 

le signe ü du calcul des résidus étant relatif à la variable s qui, en 
vertu de la formule 

(•î) F(m, v, w, .y) = o 

devient fonction de u, c, m, et les valeurs de u, e, w, o, À, y, v, étant 
déterminées par les formules 

(6) //. — COSGT, C — siuOTCOST, w — sui us siur, 

(7) COSô =r u. cossr H- v siiiy; cos (] H- w siny; sin<7, 


( 8 ) 


-, si 

A ~ x H- -- cos j ), 

coso 1 


si 

y.= y H-ï siiiH cos o, 

1 J cos 0 1 v ’ 


v = ;H-r x Mit/j sm <7 

coso 


Ajoutons i", qu’après avoir développé la fonction 
( 9 ) 


'("> s) — F( u, r, w, ' Sf ^^ ^ 


\h 

suivant les puissances ascendantes de l‘(A, y., v), on devra remplacer 
dans le développement les exposants de f(Â, y., v) par des indices, eu 
écrivant, par exemple, 

tmO"> fa v ) 


au lieu de 


D r 

f(À, y, v) Y" _ 

D, 


2° que, T désignant une fonction quelconque de t, 011 devra, dans le 


comme propres à représenter les quantités 


/’ T-V. ,Yt„, , / /' Z' T 

J II ‘'Il ‘'Il ‘'Il •'Il «-'(I 


Si, pour plus de simplicité, on suppose que les fonctions J’Çv, y, -), 

f\(x,y, z) .//i-i(' r O r ’-) s’évanouissent toutes à l’exception de 

la première; la valeur de <p, fournie par l’équation (6) deviendra 


^ 1071- 


(i •■Ml •Ml ^ Il 


F(//, r, iv, .v) — l ; (//, iv, <>) 


<7F(//, r, iv, s) 


l- siu p bhiüj dm (h, dp d </ 


cos- o y/cos- ô 


le signe ^ indiquant une somme de termes semblables les uns aux 
autres et relatifs aux diverses valeurs de .y que fournit l’équation (5). 
Dans le cas particulier où l’on suppose 


F(//, r, w, s) =. s -— a-(a--h e- -h iv-), 


l’équation (3) devient 


d- o _ / d- o r/- o d- y 

dl - " \ d.v- + d y- dz- 


et la formule (io) peut être réduite à 


/ sin/i f„ (À, p, v) dp aq 


t siu p !',(/, p, y ) dp dq , 


les valeurs de p, v étant 


J. — w ■+■ al cosyj, 
p = y -h a! s i il p (.-.os q , 


-h «Z sin/j siiiiy. 


Concevons maintenant que l’équation (3) se rapporte à une question 
de physique mathématique, dans laquelle t représente le temps, et a?, 
y, z des coordonnées rectilignes. Supposons d’ailleurs que les valeurs 

initiales de o, c’est-à-dire les fonctions f Q (cc, y, z\ 

y, z) ./),_] (x, y, z) soient sensiblement nullcs pour tous 

les points situés à une distance sensible, de l’origine des coordonnées. 
Au bout du temps /, les valeurs de / 0 (a, p., v), J\{ÿ, [J-, v), .... 
fn—\ (a, p-, v), ne cesseront d’étre milles pour que des valeurs de a, 
y., v,, très peu différentes de celb's qui vérifient les conditions 


ou 

(i5) 


Â = O, jj.— O, 


st 

./• -1--. cos/; 

cos o 


", 


St 

y H--, sm/; sin (t ■=. o, 

coso 1 ' 


st 

-=; S 1 J) J> SUI <1 — O. 

COS O x 


D’ailleurs on tire des formules ( 1 5) 

,/• _ y _ r. _ st _ n.r -I- er -l \vz 

c.os/; sin/; cohf/ cos/; sin;/ cosà cosd 

et par conséquent 

(16) tu- - 1 - Vf H- n-’r. -+- st z=z o. 

Donc au bout du temps t la variable a n’aura de valeur sensible que 
dans les points de l’espace qui appartiendront à l’un des plans que 
peut représenter l’équation (i(j), lorsqu’on y regarde u , e, w comme 
des paramètres variables. Or ces points sont tous situés en dehors de 
la surface enveloppe, que touche dans ses diverses positions le plan 
mobile représenté par l’équation (iG). Cela posé, soit 


07 ) 


4 1 (i JS => 0 = u 



instant, n'était sensible que tout près de l’origine, ne sera sensible au 
bout du temps t, que dans le voisinage de la surface à laquelle appar¬ 
tiendra l’équation (17), de sorte qu’à cette époque il cessera de se pro¬ 
duire cn-dccà de la surface. Donc la propagation de ce phénomène 
dans l’espace donnera naissance à une onde sonore ou lumineuse qui 
11e laissera pas de traces de son passage, et dont la surface sera préci¬ 
sément celle que représente la formule (17). Ajoutons que, pour 
obtenir cette formule, il suffira d’éliminer les paramètres variables u, 
c, ne, entre l’équation ( 1 (5 ) et ses dérivées relatives à //, e, ne, ou, ce 


qui revient au même, d’éliminer les rapports J- 5 


—5 entre les trois 
u 


équations, 

('«) 


,C fis 

/ 7/n =n ’ 


.)• _ fis __ 
/ dv 


fis _ 

dw ~ 


attendu que .v, u, n, w sont, en vertu de la formule ( 5 ), quatre fonctions 
homogènes de u, n, m, lapremière du premier degré, les trois dernières 
d’un degré nul. Donc d*(a;, y, z, t) sera une fonction des seuls rapports 

/ ’ 7 5 V ^ unc ’ temps, venant à croître, la surface de l’onde restera 

semblable à elle-même, et la vitesse de l’onde, suivant une droite 
quelconque menée par l’origine, c’est-à-dire la vitesse avec laquelle un 
point de la surface se déplacera sur cette droite, sera une quantité 
constante. 

Il est bon d’observer que la méthode par laquelle 011 établit l’équa¬ 
tion (4) s’applique au cas même où l’équation (2) acquerrait un second 
membre équivalant à une fonction donnée de oc, y, z, t, et se présen¬ 
terait sous la forme 


I* (D.-e, Dj-, 1)-, . .., D/) Cfi —J [u:, y, z, 


Si l’équation ( 3 ) devient 


d'-o d- o .. d 1 o ,, d'- r j 

dF= A 7d + b ^ +c 7/7i 


-1- ‘J D 


d L <j 

TjyTTz 


„ I.’ ( ^~ ? 

2 ,J 7/7777- 


, d- o 
djo dy 5 


(> 9 ) 



A, B, C, D, E, F désignant des coefficients constants, la formule (io) 
pourra être réduite à 


(20) Cp =Z 


1 d f'"' P . / ds ds ds\tsinp dp dq 

VicdiJ» J, + + —sp— 


4 7T 


ds 


ds 


h ( x -1- L -j-, y -1- / -y-, ; + / 


dv 


ds \ i sin p dp d(] 

d\v J Sa ' 2 


les valeurs de s, S étant déterminées par les formules 

(21) s- = A u- -4- B r 2 4- C a ’ 2 H- 2 D rvc H- 2 E \vu 4- 2 E in\ 

, (ABC - AD 2 - BE 2 - CF 2 h- 2 DEF)* 

(22) b 5-— - 2 -j 

\ \c/uj \ c/f y \dw J J 


et. les valeurs de u, e, w par les formules 


(23) 


A u -b Fr -h E vr_ F™ -b Br + De’ _E« 4- Dp 4- C w 

cos p siu/»oos(/ sin/>siru/ ’ 

id -b ç- H- U’ 2 = 1. 


Alors aussi la surface de Tonde pourra être facilement déterminée par 
la méthode suivante. 

On construira d’abord l'ellipsoïde dont les coordonnées Ç, yj, C 
vérifient, ail bout du temps t, l’équation 

( 24 ) A : 2 -b B r, 2 4 - C Ç 2 -b 2 D r,Ç 4 - 2 E'Çl 4 - 2 F -y = / 2 , 

puis on déterminera les coordonnées ce, y, s en fonction des coordon¬ 
nées £, y], à l’aide des formules 

( 2 ij ) A ^ 4- I 1 ’Q -b E Ç rr . 2 ?, ]’ t B// 4- D Ç — Eç 4- D Y] 4- C Ç — z. 

Cela posé, l’équation (a.-f) pourra s’écrire comme il suit, 

(26) x\ 4- yp 4- = L-. 

Or, si, dans cette dernière équation 011 substitue aux coordonnées 
Yj, £, leurs valeurs en ce, y, z, tirées des formules (a 5 ), Té([nation que 


l’on obtiendra, savoir, 


* ( lîG - D- ) a:- + ( CA - E 2 )j--h (AB - F-)z- ) 

I + 2 (EF - AD)js + 2 ( F D — BE) ^ h- 2 (DE - GF) xy j _ /0 
ABC - AD- — BE-— CF-+ 2DEF ~ L ~’ 

représentera un second ellipsoïde dont la surface sera celle de l’onde 
cherchée. Si l’on nomme 0, r, les rayons vecteurs menés de l’origine à 
deux points correspondants (£, ï), 'Ç) et (x, y, z) dt‘s deux ellipsoïdes, 
et 0 l’angle compris (Mitre ces rayons vecteurs, la formule (mG) donnera 

(2<S) pycoso — 

Donc, au bout du temps /, le produit du premier rayon vecteur, par 
la projection du second sur le premier, sera constamment égal à V. 

Dans un second article, je montrerai comment, étant donnée la 
surface de l’onde, on peut retrouver l’équation aux différences partielles 
qui correspond à cette surface. En résolvant ce dernier problème, et 
considérant une onde lumineuse représentée par le système d’une 
sphère et d’un ellipsoïde de révolution dont l’axe coïncide avec le 
diamètre de la sphère, on se trouve ramené à une équation que j’ai 
déjà considérée dans un autre Mémoire, et qui est renfermée, connue 
cas particulier, dans les formules propres à déterminer les vibrations 
de molécules qui s’attirent ou se repoussent, à de très peliles distances. 
( Voyez I(* Bulletin do février 1H • j c), p. un.) 
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LA RÉFRACTION ET LA RÉFLEXION 
DE LA LUMIÈRE. 


Bulllclin de Féntssac, Tome XIV, p. G-io; i83o. 


Concevons deux milieux élastiques séparés par leplan des yz, et dans 
l’un desquels se propagent des ondes élémentaires dont les plans soient 
parallèles à Taxe des z. L'existence de ces ondes que nous nommerons 
incidentes entraînera la coexistence i° d’un deuxième système d’ondes 
propagées dans le premier milieu, et que l’on nomme rélïéchies; 
n" d’un troisième système d’ondes propagées dans le deuxième milieu 
et que l’on nomme réfractées. Car en faisant abstraction de ces ondes 
réfléchies et réfractées, on ne pourrait satisfaire aux conditions que 
nous allons indiquer et qui sont relatives à la surface de séparation. 

Soient £, y], £ les déplacements de la molécule qui coïncide au bout 
du temps t avec le .point (#, y, z ), ces déplacements étant mesurés 
parallèlement aux axes et.r la vitesse de propagation, dans le premier 
milieu, d’une onde incidente comprise dans un plan parallèle à celui 
qui a pour équation 

x cos A y sin A = o. 

Les valeurs de E, ïj, E, pour un point renfermé dans cette onde inci¬ 
dente, seront de la forme 


V62 LA 13 L r K A LT I O IN LT LA JKELLKAJ(M\ UK LA L L'IU I lin K. 

les déplacements des molécules étant supposés parallèles au plan de 

Tonde. Par suite les vitesses ainsi que les pressions A, B, 

C, D, E, F, seront des fonctions de la seule quantité variable 
aycosX+ysinX — st, et dans le voisinage de la surface de séparation 
des deux milieux, les valeurs de ces pressions ou de ces vitesses 
deviendront des fonctions de ysinX— st. Si Ton considère deux 
systèmes d’ondes simultanément propagées dans le premier milieu, et 
un système d’ondes propagées dans le second; si d’ailleurs on suppose 
que l’élasticité de chaque milieu reste la meme en tous sens, les équa¬ 
tions (i) devront être remplacées, pour le premier milieu, par les 
formules 

( ç = sin Acp(.« cos A -h y sinA — st) H- sin A M %(.2? cosA] y sin Ai — si ), 

(2) < 77 — cos A© (x cos A -+-y sin A — si) — cos Ai Ai (æ; cos A, + y sin A| — si ), 

( £ — <D(a:cosA H-jsinA — si) -+- X(æ cosA| y sir^ — si), 

et pour le second milieu, par les formules 

( ; =r siaA 7 or (.a? cosA/H- j* sinA —s't), 

( 3 ) < r) ~ — cos A' gt (x cos A' -|- y sin A 7 — s'l ) , 

( Ç r= Il ( .r cos A' + y sin A 7 — s 1 1 ) 


ou, ce qui revient au même, par les suivantes : 


( 4 ) 


si 11 A 7 


77 =— c.osA 7l F 


X (æ rosA'-b y sinA 7 — s'l) 
(.r cos A 7 H- j sinA 7 — s'l) 


Ç = 'F 


(./■ cosA 7 + y sin A 7 — s'l) 


Cela posé les valeurs de 

di dn d'Ç 


( 5 ) 


dl dl dl 


? A, 13, C, D, E, F, 


correspondant à des points très voisins du plan des yz deviendront, 
pour le premier milieu, fonctions des seules quantités 



Or pour obtenir les conditions relatives à la surface de séparation, il 
suffit d’écrire que les valeurs dont il s’agit, ou du moins quelques-unes 
d’entre elles, restent les memes dans le passage d’un milieu à l’autre, 
et dès lors ces conditions ne peuvent être remplies à moins qu’on 
n’ait 

,ç 

y sinA — si =zy sinA, — si ■=. —y smA'— Si , 


quelles que soient r et l ; et par suite 

S 

(S) sinA rzr siuÀ] — — sill//. 


Or, en observant que pour s' = s, on devrait avoir non seulement 
sinA'=sinX, mais encore cos V= cos A, on tirera de la formule (8) 

(9) sin Ai = sinA, cos A t — —cosA, 

(10) sin ^ sin A, œsA'— ^1—'•^ T sin 2 A'j • 


Donc l’angle d’incidence est égal à l’angle de réflexion, tandis que les 
sinus des angles d’incidence et de réfraction sont entre eux comme les 
vitosssc de propagation de la lumière dans les deux milieux. De plus, 
on reconnaîtra sans peine que, dans le cas où la lumière incidente est 
polarisée perpendiculairement à l’axe des z, les valeurs de la vitesse 

~ et de la pression A relatives à la surface de séparation doivent, être 

les mêmes pour les deux milieux, et l’on obtiendra ainsi des formules 
qui s’accordent avec la loi de M. Brewster sur l’angle de polarisation 
complète, si l’on suppose que la densité de l’étlier reste la même dans 
les deux milieux. Cette hypothèse étant admise, les fonctions yj(æ), 
<|/(a;) se trouveront liées à la fonction ç/(a;) par les formules 

f N x'i' r ) sinaA — sin a A' _ S1| \A asinaA 

^ M ' Cj/ (.r) sin a A H- sin 2 A' ’ ç/(.r) sin A' sin 2 A H-sin 2 A' 

Œuvres cle G. — S. TT. !.. TT. 
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Enfin, comme dans le cas où la lumière se trouverait polarisée paral¬ 
lèlement à Faxe des z, ce seraient évidemment les composantes D, E 
de la pression totale ^/C- H- D u H- E 2 supportée près dt^ la surface de 
séparation par un plan perpendiculaire à l’axe des s, qui devraient 
conserver les memes valeurs pour les deux milieux élastiques, il en 
résulte que les fonctions X'(a?), T'(a;) seront liées à la fonction 
par les formules 

X'(j‘) _ si 11 ()/ — ).) U , 7 (.r) _ sinA sin 9 A 

I ~' (I>q.r) sin ()/+).)’ <!>'(. r) s in?/ sin ()/-t- ). ) 


La première des formules (11) et la première des formules ( 12) coïn¬ 
cident avec celles que Fresncl a données dans le n° 17 des Annales de 
physique et de chimie. Les formules (11) et (12) doivent être réunies, 
lorsque le lumière incidente îfest polarisée ni parallèlement à Taxe 
des ni perpendiculairement h cet axe. Ces formules montrent que 
la lumière réfléchie est polarisée tout entière dans le plan de réflexion, 
quand le rayon réfléchi est perpendiculaire au rayon réfracté, et 
s’accordent avec toutes les observations des physiciens sur la réflexion 
ou la réfraction de la lumière. Il suit des mêmes formules que les 
carrés des vitesses des molécules lumineuses dans les ondes incidentes, 
réfléchie et réfractée, sont proportionnels aux trois quantités 1, ©, ©', 
ces quantités 1, 0 , 0 ' étant déterminées, 1" quand la lumière incidente 
est polarisée perpendiculairement à Taxe des 5, par les équations 

r> . / sin i À— sin 2 \ - ... / sin A Y-/ a s i 112 Â V' 

I 1 ô ) 0 = - =-: =>7 5 ('V = -7— =7 ) -7-=- r— r-, , 

\ si 11 •?. A H- sm 2 A J Uni J. J \ sm •?. ), - 1 - sm :>. A J 


2 U quand la lumière est polarisée parallèlement à l’axe des z, par les 
deux suivantes : 


(> i) 


0 — 


sin()/— ).) \- 
sin ()/-(-).) / 


sin A 
sin)/ 


si 119 . À V 

Slll ( )/ -f- ). ) J 


Si l’on nomme 0 " ce que devient 0 ' quand on change entre eux 1 rs 
angles À, À/, on tirera des formules (id) ou des formules (14) 



D’ailleurs, si le deuxième milieu est terminé par deux faces parallèles, 
dont l’une coïncide avec le plan des yz, et si l’on représente par i 
l’intensité de la lumière incidente;, 0 sera l’intensité de la lumière 
réfléchie par la première surface, tandis que les quantités de lumière; 
qui s’échapperont du deuxième milieu après deux réfractions, dont la 
seconde pourra s’opérer à la suite d’une ou de plusieurs réflexions 
consécutives, seront respectivement exprimées par le;s produits 0'0", 
@@/@'/, 0 2 0'0", dont la somme 1 , en vertu de la formule (i 5 ), sera 

(iG) 0'0 W (i + 0 H- 02 + .. . ) = (r — 0) 2 (i + 0 + 02. . . ) = t — 0. 

En ajoutant à cette deumière expression la quantité de lumière rélïéchie 
par la première surface, on obtiendra pour somme l’unité. Donc la 
lumière 1 polarisée perpendiculairement ou parallèlement à l’axe d< i s + 
n’éprouvera aucune diminution résultant de son passage à travers le 
second milieu. Cette proposition se trouve d’accord avec l’expérience, 
et s’étend évidemment au cas où les vitesses initiales des molécules ont 
des directions quelconques, attendu que dans ce dernier cas, la vitesse 
d’une molécule a pour carré la somme des carrés de ses doux compo¬ 
santes, parallèle et perpendiculaire à l’axe des z. 


Note sur la dispersion de La lumière . 


Supposons qu’une onde lumineuse comprise dans un plan parallèle 
au plan des zx se propage dans un milieu élastique; admettons de plus 
qu’on prenne pour axe des x une droite parallèle aux déplacements 
des molécules, en sorte qu’on ait rj = o, £= o; d’ailleurs £ ne sera 
fonction que dey et 2; en conséquence, si l’on pousse l’approximation 
jusqu’aux dérivées du quatrième ordre, on obtiendra pour déterminer 
H l’équation différentielle 


(0 


r/-- 

7ïF l 


= H 


d-1 

dy"- 


+ iv 


d’y 


dy'- 


? 


à laquelle on salisfait en prenant, par exemple. 



R' z=&ï\ — &s- 


Si Ton désigne par l la longueur d’une ondulation, c’est-à-dire la 
distance, mesurée suivantl’axc desy, de deux molécules pour lesquelles 

au môme instant t, ç et sont les memes, on aura 


De meme en désignant par T le temps d’une oscillation, c’est-à-dire le 
temps nécessaire pour que les valeurs de £ et ~ correspondant à une 
même molécule deviennent les mômes ; T sera déterminé par l’équation 


c’est de cette valeur T que dépend la nature d’une couleur. 

Les formules ( 3 ) et ( 5 ) renferment toute la théorie de la dispersion. 
Ajoutons que de ces formules, jointes à celles de la réfraction et de la 
réflexion, on conclut immédiatement que, dans la réfraction ou la 
réflexion la couleur reste ce qu’elle était d’abord, le coefficient de t ne 
changeant point. Au reste, on peut encore intégrer généralement les 
équations que j’ai données dans les Exercices de mathématiques pour 
représenter le mouvement d’un système de molécules sollicitées par 
des forces d’attraction et de répulsion mutuelle, savoir : 

= S j rh m A; j -1- S j mf ( /•) s cos a j > 

= S | ± m A 77 1 h- S | mf(r) s cos6 j > 

77JT - S { ± AC | H- S j mj (r)s cos y J, 


la valeur clc e étant 


s — — (cosa A'£ H- coso Àrj H- oosv à'C). 
r - 1 

Ou arrive ainsi d’une manière plus générale et plus simple à la polari¬ 
sation et à la dispersion de la lumière. C’est ce que j’ai montré, au 
Collège de France, dans mes leçons des 19 et 22 juin i 83 o, et ce que 
j’expliquerai plus en detail dans un nouvel article. 
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LA MÉCANIQUE CÉLESTE 
ET SUR 

UN NOUVEAU CALCUL 
QUI S’APPLIQUE A UN GRAND NOMBRE 
DE QUESTIONS DIVERSES 0). 
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Avant d’indiquer d’une manière plus précise l’objet des recherches 
que j’ai l’honneur de présenter à l’Académie, il ne sera pas inutile de 
dire à quelle occasion elles ont été entreprises. 

Les méthodes que les géomètres ont employées pour déduire du 
principe de la gravitation les mouvements des corps célestes, laissaient 
encore beaucoup à désirer. Souvent elles manquaient de la rigueur 
convenable. Ainsi, eu particulier, on ne trouve nulle part, dans la 
Mécanique céleste de Laplace, une démonstration suffisante de la for¬ 
mule de Lagrange, qui sert pourtant de base à la plupart des théories 
exposées dans cet Ouvrage. D’ailleurs, pour déterminer à l’aide de ces 
méthodes les coefficients numériques relatifs à telle ou telle perturba¬ 
tion des mouvements planétaires, les astronomes étaient quelquefois 
obligés d’entreprendre des calculs qui exigeaient plusieurs années de 


(' ) Lu à l’Académie de Turin le u octobre 1 83 1 . 



travail. Un des membres les plus distingués de cette Académie, 
iVl. Plana, m’ayant parlé dernièrement encore du temps que consumaient 
de pareils calculs, je lui dis que j’étais persuadé qu’il serait possible de 
les abréger, et meme de déterminer immédiatement le coefficient 
numérique correspondant à une inégalité donnée. Effectivement, au 
bout de quelques jours, je lui rapportai des formules à l’aide desquelles 
on pouvait résoudre de semblables questions, et dont j'avais déjà fait 
l’application à la détermination de certains nombres qu’il est utile de 
considérer dans la théorie de Saturne et de Jupiter. Quelques jours 
après, en s’appuyant sur des résultats qu’il avait obtenus dans un de 
ses Mémoires, M. Plana m’a dit avoir retrouvé ou les mêmes formules, 
ou des formules du même genre. Au reste, pour établir les formules 
dont il s’agit, et d’autres formules analogues que renferme le Mémoire 
ci-joint, il suffit d’appliquer audéveloppement de la fonction, désignée 
par R, dans la Mécanique céleste, des théorèmes bien connus, tels que 
le théorème de Taylor et le théorème de Lagrange, sur le développe¬ 
ment des fonctions des racines des équations algébriques ou transcen¬ 
dantes. Mais on a besoin de recourir à d’autres principes et à de nou¬ 
velles méthodes pour arriver à des résultats plus importants dont je 
vais maintenant donner une idée. 

Eu joignant à la série de Stirling ou de Maclaurin le reste qui la 
complète, et présentant ce reste sous la forme que Lagrange lui a 
donnée ou sous d’autres formes de même genre, on peut s’assurer, 
dans un grand nombre de cas, qu’une fonction/(a?), de la variable x, 
est développable pour certaines valeurs de x en une série convergente 
ordonnée suivant les puissances ascendantes de cette variable et déter¬ 
miner la limite supérieure des modules (i) des valeurs réelles ou ima¬ 
ginaires de x, pour lesquels le développement subsiste. Ajoutons que, 
pour développer une fonction explicite de plusieurs variables x, y , 
5, •. • suivant les puissances ascendantes de x , y, z, .... c’est-à-dire 


t 1 ) Le module d’une valeur imaginaire de x est la racine carrée positive de la somme 
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on une série convergente dont le terme général soit une fonction 
entière et homogène de x, y, z, . . ., il suffit de remplacer la fonction 
proposée f(x,y, z, .. .)par f(ax, a y, az, . . . ), puis de développer 
J\aæ, ccy, az, .. . ) suivant les puissances ascendantes de a, et de 
poser ensuite a — i. Par conséquent la théorie du développement des 
fonctions explicites de plusieurs variables se ramène immédiatement à 
la théorie du développement des fonctions explicites d’une seule 
variable. Mais il importe d’observer que l’application des règles, à l’aide 
desquelles on peut décider si la série de Stirling est convergente ou 
divergente, devient souvent très difficile, attendu que, dans cette 
série, le terme général ou proportionnel à x n renferme la dérivée de 
l’ordre n de la fonction f(x) ou du moins sa valeur correspondante à 
une valeur nulle de x, et que, hormis certains cas particuliers, la 
dérivée de l’ordre n d’une fonction donnée prend une forme de plus 
en plus compliquée, à mesure que ji augmente. 

Quant aux fonctions implicites, on a présenté, pour leurs dévelop¬ 
pements en séries, diverses formules déduites le plus souvent de la 
méthode des coefficients indéterminés. Mais les démonstrations qu’on 
a prétendu donner de ces formules sont généralement insuffisantes : 
i" parce qu’on n’a point examiné si les séries sont convergentes ou 
divergentes, ctqu’en conséquence on ne peut dire leplus souvent dans 
quels cas les formules doivent être admises ou rejetées; 2°parce qu’on 
ne s’est point attaché à démontrer que les développements obtenus 
avaient pour sommes les fonctions développées, et qu’il peut arriver 
qu’une série convergente provienne du développement d’une fonction, 
sans que la somme de la série soit équivalente à la fonction elle-même. 
Il est vrai que l’établissement des règles générales propres à détermi¬ 
ner dans quels cas les développements des fonctions implicites sont 
convergents, et représentent ces memes fonctions, paraissait offrir de 
grandes difficultés. On peut en juger en lisant attentivement le Mémoire 
de M. Laplace sur la convergence ou la divergence de la série que 
fournit, dans le mouvement elliptique d’une planète le développement 



Je pense donc que les géomètres elles astronomes attacheront quelque 
prix à mon travail, quand ils apprendront que je suis parvenu à éta¬ 
blir, sur le développement des fonctions, soit explicites, soit implicites, 
îles principes généraux, et d’une application facile, à l’aide desquels 
on peut non seulement démontrer avec rigueur les formules, et indi¬ 
quer les conditions de leur existence, mais encore fixer les limites des 
erreurs que l’on commet en négligeant les restes qui doivent compléter 
les séries. Parmi ces règles, celles qui se rapportent à la fixation des 
limites des erreurs commises, présentent dans leur ensemble un nou¬ 
veau calcul que je désignerai sous le nom de Calcul des limites. Je me 
contenterai d’indiquer ici en peu de mots, quelques-unes des proposi¬ 
tions fondamentales sur lesquelles repose le calcul dont il s’agit. 

Soit /(x) une fonction de la variable x. Si l’on attribue à cette 
variable une valeur imaginaire d? dont le module soitX, le rapport ded; 
àX sera une exponentielle de la forme e r> ^~\ p désignant un certain 
arc réel que l’on pourra supposer compris entre les limites —tï, H-r. ; 
et le module de f(x) dépendra tout à la fois du module X et de l’arc p. 
Or, parmi les valeurs que prendra le module f(x) quand on fera 
varier/), il y en aura généralement une qui sera supérieure à toutes les 
autres. 

C’est cette valeur maximum du module de f(x) que je consi¬ 
dère spécialement dans le calcul des limites. Je la désigne par la lettre 
caractéristique A placée devant la fonction f(x), et je prouve : i" que 
la fonction f(x) est développable par le théorème de Stirling en uni 1 
série convergente ordonnée suivant les puissances ascendantes de a?, 
lorsque, le module de x étant égal ou inférieur àX, la fonction f(x) 
reste finie et continue pour le module X ou pour un module plus petit 
de la variable réelle ou imaginaire x ; 2 0 qu’alors, dans le dévelop¬ 
pement de /(a?) suivant les puissances ascendantes de x, le coeffi¬ 
cient de x n offre un module inférieur au quotient qu’on obtient en 
divisant par X", le module maximum de /(#). Cela posé, si l’on attribue 
à x une valeur imaginaire dont le module soit désigné par £, le module 
du terme général, dans le développement de j'(x), sera inférieur au 
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produit de A f(x) par la n ibm<i puissance du rapport D’ailleurs, lors¬ 
que la fonction f(x) est développable en une série convergente ordon¬ 
née suivant les puissances ascendantes de x, le reste qui complète 
cette série, prolongée jusqu’au /i iùmes terme, équivaut à la somme des 
termes dans lesquels l’exposant de x est égal ou supérieur à n. Donc 
le module de ce reste, s’il est imaginaire, ou sa valeur numérique, s’il 
est réel, ne surpassera pas la somme des termes correspondants à ceux 
que nous venons d’indiquer dans la progression géométrique ci-dessus 
mentionnée, c’est-à-dire le reste qui complète cette progression. 
Ainsi, la détermination d’une limite supérieure au reste, qui complète 
la série propre à représenter le développement d’une fonction quel¬ 
conque, se trouve ramenée à la détermination des restes des progres¬ 
sions géométriques, c’est-à-dire à une question résolue depuis long¬ 
temps en analyse. On sait eu effet que, dans la progression géométrique, 

qui a pour premier terme l’unité, et pour raison la somme des 
termes dans lesquels £ porte un exposant égal ou supérieur à n, équi¬ 
vaut au quotient du n lbme terme par la différence i — Lorsque le 

premier terme devient A/(di), il faut multiplier par ce premier terme 
le quotient dont il s’agit. 

Il est important d’observer que, d’après ce qu’on vient de dire, les 
limites supérieures aux modules du terme général de la série de 
Stirling et du reste qui complète cette série sont des fonctions du 
module X, qui représentent les maxima relatifs à p des modules de 
certaines fonctions de la variable imaginaire æ — X e p v '~'. D’ailleurs le 
module X doit surpasser le module ç, et être déterminé de manière 
que la fonction f(x) reste finie et continue pour le module Xou pour 
un module plus petit de la variable x. Or, parmi les valeurs de X qui 
remplissent ces deux conditions, on devra évidemment choisir de pré¬ 
férence celles qui rendront les limites supérieures dont il s’agit, les 
plus petites possible, et alors ces limites, considérées comme valeurs 



la fois des maxima relativement à l’angle p, et des minima relativement 
au module X, ou, ce que nous avons nommé dans un autre Mémoire, 
les modules principaux de ces memes fonctions. 

Au surplus, quand on se propose uniquement de calculer des limites 
supérieures aux modules des ternies généraux ou des restes des séries, 
il n’est point nécessaire de déterminer exactement les modules princi¬ 
paux dont il est ici question ; et l’on peut se contenter de chercher des 
nombres supérieurs à ces modules. 

11 est facile d’étendre les principes que nous venons d’indiquer aux 
fonctions de plusieurs variables. Soit en effet f(x, y, z, ... ) une fonc¬ 
tion donnée des variables x, y, z, .... Si l’on attribue à ces variables 
des valeurs imaginaires x, y, z, ... dont les modules soient respecti¬ 
vement X, Y, Z, ... le module de J'(x, y, z, . . . ) dépendra tout à la 

fois des modules X, Y, Z, ... et des rapports imaginaires y 1 ^. 

Or on peut choisir ces rapports, ou plutôt les arcs de cercle qui s’y 
trouvent renfermés, de manière que le module de f(x, y, z, ...) 
acquière la plus grande valeur possible, les nombres X, Y, Z restant 
les memes. C’est cette plus grande valeur ou cette valeur maximum 
que je désigne par la caractéristique A, placée devant la fonction fÇx, 
y, z, ... ), et je prouve : r que la fonction f(x, y, z, .. .) est dévelop¬ 
pable en une série convergente ordonnée suivant les puissances ascen¬ 
dantes de x, y, z, . . ., quand les modules des variables x,y, z étant 
égaux ou inférieurs à X, Y, Z, ... la fonction f(x, y, z, . . .) reste 
finie et continue pour les modules X, Y, Z, ... ou pour des modules 
plus petits de ces mêmes variables; 2° qu’alors, dans le développement 
de J\x, y, z, . . . ) suivant les puissances ascendantes de x, y, z, ... 
le coefficient de x n ,y n ', z n " . . . offre un module inférieur au quotient 
qu’on obtient en divisant par X" Y"' Z"" ... le module maximum de 
f(x, ÿ, z, ...). Cela posé, si l’on attribue à x, y, z, . . . des valeurs 
réelles ou imaginaires dont les modules y], 'C, ... soient plus petits 

que X, Y, Z.les divers termes du développement de la fonction 

/(x, y, z, . . .) offriront des modules respectivement inférieurs aux 



termes correspondants d’une fonction de £, yj, 'C, ... qu’on obtiendra 
en multipliant le module maximum d ef(x, ÿ,z, . .. ) par les sommes 
des progressions géométriques qui ont pour premiers termes l’unité 

et pour raisons les rapports y’ \y •••• Donc, si l’on néglige, dans le 

développement de la première fonction /(x, y, z, ...) certains termes, 
par exemple, ceux dans lesquels l’exposant de x est égal ou supérieur 
à n, l’exposant de y égal ou supérieur à n', l’exposant de z égal ou 
supérieur à n", etc., l'erreur (*) commise sera plus petite que la somme 
des termes correspondants de la seconde fonction, et par conséquent 
inférieure au produit de XJ(ÿc,y, z, . . . ) par les restes des progres¬ 
sions géométriques ci-dessus mentionnées. 

Observons encore, qu’après avoir déterminé en fonction de X, Y, Z 
une limite supérieure au reste de la série qui représente le développe¬ 
ment de f(x,y, z, .. .) suivant les puissances ascendantes de x, y, 
z, . . ., on devra choisirX, Y, Z, ... de manière à rendre cette limite 
la plus petite possible. 

Si l’on voulait obtenir une limite supérieure à la somme des modules 
des tenues qui, dans le développement de f(x,y, z , . . offrent un 
degré égal ou supérieur à n , c’est-à-dire des termes dans lesquels les 
exposants de x, y, z. . .. offrent une somme égale ou supérieure à n, 
il suffirait de chercher une limite supérieure au reste de la série qui 
représente le développement de J\olx, ay, a z, . ..) suivant les puis¬ 
sances ascendantes de a, et de poser dans cette limite a = i. 

Les principes que nous venons d’établir, s’appliquent très facilement 
aux séries qui représentent les développements des fonctions explicites 
d’une ou de plusieurs variables, et fournissent pour ces séries, non 
seulement des règles générales de convergence, mais encore des limites 
supérieures aux modules des termes généraux, et aux erreurs que l’on 
commet, quand on calcule seulement un certain nombre de termes en 


(*) Lorsque les termes négligés sont réels, l’erreur commise a pour mesure la valeur 
numérique de leur somme. Lorsqu’ils deviennent imaginaires, le module de cette même 
somme peut servir à mesurer l’erreur dont il s’agit. 
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négligeant tous les autres. Pour étendre P application des mômes prin¬ 
cipes aux séries qui représentent les développements d’une ou de plu¬ 
sieurs fonctions implicites, déterminées par une ou plusieurs équations 
algébriques ou transcendantes, il suffit d’observer qu’en vertu de la 
formule de Lagrange et des formules analogues qui se déduisent du 
calcul des résidus, les coefficients des termes généraux, dans ces 
mêmes séries, peuvent être, comme dans les séries de Taylor et de 
Stirling, exprimés au moyen des dérivées des divers ordres de certaines 
fonctions, et qu’en conséquence, la détermination de limites supé¬ 
rieures aux modules des termes généraux, et aux restes des séries, 
peut être réduite à la détermination des modules maxima de ces 
mêmes fonctions. On pourra donc établir, pour les séries proposées, 
des règles de convergence et trouver des limites supérieures aux restes 
des séries, ou plutôt à. leurs modules. La seule question qui restera 
indécise, sera de savoir si les séries, supposées convergentes, ont effec¬ 
tivement pour sommes les fonctions implicites dont le développement 
les a produites. Or, on peut s’appuyer, pour résoudre cette question, 
sur des propositions générales, semblables t à celles que je vais énoncer. 

Théorème I. — Supposons qu'une fonction implicite u de la variable x, 
soit déterminée par une équation algébrique ou transcendante, qu'elle se 
réduise à u pour une valeur nulle de x, et que l'on ait développé cette 
fonction implicite en une série ordonnée suivant les puissances ascendantes 
de x par la formule de Stirling, de Lagrange, etc., ou ce qui revient au 
même, par la méthode des coefficients indéterminés. La somme de cette 
série représentera la fonction u, si la valeur de x est tellement choisie 
que, la série étant convergente, la fonction explicite de x et u, qui consti¬ 
tue le premier membre de l'équation donnée, soit elle-même développable 
en une série convergente ordonnée suivant les puissances ascendantes de 
la variable x et. de la différence u — u 0 . 

Théorème IL — Supposons que plusieurs fonctions implicites u, v, 
Wn ... de plusieurs variables x , y, s, . . . soient déterminées par une ou 


plusieurs équations algébriques ou transcendantes, qiûelles se réduisent à 
t 0 , v 0 , w 0 , ... pour des valeurs nulles de x, y, z, . . ., et qu'on ait déve- 
oppé ces fonctions implicites en séries ordonnées suivant les puissances 
iscendantes de x, y, z, ... par les formules de Stirling, de Lagrange, 
te., ou, ce qui revient au même, par la méthode des coefficients indéter- 
ninés. Les sommes de ces séries représenteront les valeurs du u, v, w, .... 
i les valeurs de x, y, z, ... sont tellement choisies que, les séries étant 
ornergentes, les fonctions explicites de x, y, z, . . ., u, v, w, ... qui 
•onstituent les premiers membres des équations données, soient elles- 
nêmes développables en séries convergentes, ordonnées suivant les puis- 
ances ascendantes des variables x, y, z, ... et des différences u — u {) , 

'—V, w— m 0j .... 


Pour démontrer ces propositions, il suffit évidemment d'observer 
[uc, si les conditions énoncées sont remplies, les premiers membres 
[es équations données, après les substitutions des valeurs générales de 
! — u 0 , v — v ü , w — w n , ..., seront encore des séries convergentes 
irdonnées suivant les puissances ascendantes de x, y, z, . . ., et que, 
lans ces séries convergentes, le coeffïîcient de chaque terme sera 
dentiquement nul. 

Au surplus, sans le secours de ces propositions, et en s'appuyant 
ur des formules générales que fournit le calcul des résidus, on peut 
tablir directement des règles dignes de remarque sur la convergence 
les séries qui représentent les développements des fonctions impli- 
.il.es, et sur la fixation des limites supérieures aux modules des restes 
[ui complètent les séries. 

Les propositions ci-dessus mentionnées peuvent encore être lacile- 
nent étendues au cas où les fonctions implicites seraient déterminées 
>ar des équations aux différences finies ou infiniment petites ou aux 
lifférences partielles, ou aux différences mêlées. Ainsi, en particulier, 
m pourra énoncer le théorème suivant : 

Théorème III. — Soient données plusieurs équations différentielles 


simultanées entre la variable x, des fonctions inconnues y, z, ... de 
cette variable et leurs dérivées de divers ordres y', z', . . ., y", z", .... 
Supposons d'ailleurs que par la îiiéthode des coefficients indéterminés on 
ait développé y, z, ... en séries convergentes ordonnées suivant les puis¬ 
sances ascendantes de x. Les sommes de ces séries représenteront les 
valeurs générales de y, z, ..., si la valeur de x est tellement choisie que, 
les séries dont il s'agit, et par suite, celles qui représenteront les dérivées 
de y, z, . . ., étant convergentes, les fonctions explicites de x, y, z, . . ., 
y ! , z ! , ... qui constituent les premiers membres des équations données, 
soient elles-mêmes développables en séries convergentes ordonnées suivant 
les puissances ascendantes de x et des différences qu'on obtient en retran¬ 
chant des valeurs générales de y, z, . . ., y’ z f , ... leurs valeurs initiales 
correspondant à x = o. 

Je n’ai pu qu’indiquer rapidement quelques-uns des principaux 
résultats contenus dans le Mémoire que j’ai l’honneur de présenter à 
l’Académie. Ce Mémoire renferme encore : 1" une théorie de la varia¬ 
tion des constantes arbitraires^ 1 ), plus générale et, à quelques égards, 
plus simple que celles qui se trouvent exposées dans les Mémoires de 
MM. Lagrange, Laplace et Poisson; a M des intégrales définies, propres 
à représenter, dans le développement connu de la fonction R, le coef¬ 
ficient du sinus ou du cosinus d’un angle donné; 3 " des formules 
d’interpolation qui servent à déterminer une fonction entière de sin# 
et de cos x, quand on connaît un nombre suffisant de valeurs particu¬ 
lières de cette même fonction; 4° plusieurs développements nouveaux 
de la fonction R, avec des formules propres non seulement à fournir 
les termes généraux de ces développements, mais encore cà déterminer 
les limites des erreurs commises quand on conserve seulement certains 

( l ) Dans un Mémoire présenté à l'Institut, M. Ostrogradsky s’était aussi occupé de la 
variation des constantes arbitraires, et il avait appliqué, à ce que je crois, une formule 
de M. Fourier â la conversion des termes qui composent le développement de la fonction R 
en intégrales définies. Mais n’ayant qu'un souvenir confus de ce Mémoire, tout ce que je 
puis dire ici, C’est que dans le cas où quelques-unes de ces formules coïncideraient avec 
quelques-unes des miennes, je ne prétends en aucune manière, lui contester la priorité. 



termes en négligeant tous ceux qui les suivent. Je montre aussi clans 
quels cas l’un de ces développements doit être employé de préférence 
à l’autre. x 4 insi, en particulier, si l’on demande les perturbations pro¬ 
duites dans le mouvement d’une planète par une autre planète située à 
très peu près la même distance du Soleil que la première, le dévelop¬ 
pement employé jusqu’ici par les astronomes devra être rejeté, et il 
faudra lui substituer un des autres développements ci-dessus men¬ 
tionnés. On devra donc recourir à ces nouveaux développements dans 
la théorie des petites planètes, quand on recherchera les inégalités 
qui dépendent de leurs attractions mutuelles. 

Au reste, si l’Académie attache quelque prix aux travaux dont je 
viens de l’entretenir, je pourrai, sous peu de temps, lui offrir d’autres 
Mémoires dans lesquels je montrerai d’une part, comment on peut 
appliquer le calcul des résidus à la théorie du développement des 
fonctions implicites, et de l’autre, comment on peut s’assurer de la 
convergence des séries qui représentent les intégrales des équations 
différentielles linéaires ou non linéaires, et fixer les limites supérieures 
aux modules des restes qui complètent ces mêmes séries. 


SUR 

LES RAPPORTS QUI EXISTENT 
ENTRE 

LE CALCUL DES RÉSIDUS ET LE CALCUL DES LIMITES 

ET SUR 

LES AVANTAGES QUE PRÉSENTENT 
CES DEUX NOUVEAUX CALCULS DANS LA RÉSOLUTION 
DES ÉQUATIONS ALGÉBRIQUES OU TRANSCENDANTES (*). 


Bulletin ch Férussac, Tome XVI, p. 116-119; i 83 i . 


Dans le Mémoire que j’ai eu l’honneur de présenter le 11 octobre 
dernier à l’Académie, j’ai posé les bases du nouveau calcul que je 
désigne sous le nom de calcul des limites ; et après avoir montré com¬ 
ment on peut le faire servir à la détermination des limites des erreurs 
commises dans le développement des fonctions explicites, quand on 
arrête les séries après un certain nombre de termes, j’ai indiqué plu¬ 
sieurs théorèmes à l’aide desquels on pouvait étendre l’application du 
même calcul au développement des fonctions implicites, .l’ai ajouté 
que, sans recourir à ces théorèmes, on pouvait établir directement des 
règles dignes de remarque sur la convergence des séries qui représen¬ 
tent les développements des fonctions implicites, et sur la fixation 


(t) Lu à l’Académie de Turin le 27 novembre iS 3 i. 
Œuvres de C. — S. II. t. II. 
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séries. L'exposition de ces règles, la recherche de ces limites, ainsi 
que la détermination du nombre et des valeurs des diverses racines 
d'une équation algébrique ou transcendante, ou _ simplement des 
racines qui remplissent des conditions données, forment la matière du 
nouveau Mémoire. Plusieurs des propositions qu'il renferme me parais¬ 
sent dignes, par leur importance et leur nouveauté, de fixer un 
moment l’attention des géomètres. Pour en donner une idée, je me 
contenterai d'en citer ici quelques-unes. 

Soient x une variable réelle et J\x) une fonction de cette variable 
qui devienne infinie pour x = a. Si l’on fait croître x, la fonction J'(x) 
passera, en devenant infinie, du négatif au positif, ou du positif au 
négatif ou bien elle 11e changera pas de signe. La quantité -b 1, dans le 
premier cas, —1, dans le second, zéro, dans le troisième, est ce queje 
nomme Yinclice de la fonction, pour la valeur donnée a de la variables. 
J’appelle indice intégral pris entre deux limites données x = x ü , 
x = X, la somme des indices correspondant aux valeurs de x qui ren¬ 
dent la fonction infinie entre ces limites ; et je désigne cet indice inté¬ 
gral par la lettre ,/, suivie de doubles parenthèses, dont l’usage est le 
meme que dans le calcul des résidus, et accompagnée des limites x ü , 
X, que l'on écrit à la suite de la lettre /, comme on écrit à la suite de 
la lettre j les limites d'une intégrale définie. Cela posé, je fais voir 
i° que la détermination du nombre des racines réelles ou imaginaires 
des équations algébriques ou transcendantes se réduit à la détermi¬ 
nation des indices des fonctions ; 2 0 que la détermination de l'indice 
d’une fraction rationnelle peut être ramenée cà la recherche du plus 
grand commun diviseur algébrique entre les polynômes qui composent 
ses deux termes. Il y a plus. Soient x, y deux variables réelles, 

.z — x -+- y\/ — 1 

une variable imaginaire, et f(^) une fonction réelle ou imaginaire de z. 
Concevons que, x, y étant considérées comme des coordonnées rectan¬ 
gulaires, on trace dans le plan des x,y f un contour 00 / 0 // . . . formé 


d’une ou de plusieurs lignes droites ou courbes. Soit .y une longueur 
variable ;mesurée sur ce contour, à partir d’un point fixe, et dans le 
sens du mouvement de rotation direct. Enfin posons 


t( 3 )~cp-h X /=7 ; 

<p, désignant deux fonctions réelles de x, y; et soit <\i(s) la fonction 

de s à laquelle se réduit le rapport 2 quand on exprime les coordon- 

JC 

nées x, y par le moyen de l’arc s. Chacune des racines réelles ou ima¬ 
ginaires de l’équation 

f (-) - :{J 

offrira une partie réelle et un coefficient de \J — i qui seront des valeurs 
de x, y propres à représenter les coordonnées d’un point situé en 
dedans ou en dehors du contour 00'0" .... Cela posé, je démontre : 
i° que le nombre des racines correspondantes à des points renfermés 
dans le contour 00'0" . . . est la moitié de l’indice intégral de la fonc¬ 
tion étendu au périmètre entier de ce contour; a" que le résidu 
intégral d’une fonction quelconque de js, étendu à toutes les racines 
dont il s’agit, peut être exprimé par une intégrale définie très simple 
et relative à l’arc s. Cette dernière proposition fournit immédiatement 
les diverses formules générales que j’ai données pour la détermination 
des intégrales définies dans un Mémoire présenté à l’Institut en 1814 , 
dans les Exercices de mathématiques, et dans les Annales de M. Gergonne. 
Elle offre le moyen de représenter par une seule intégrale définie la 
somme des racines correspondantes h des points renfermés dans le 
contour 00'0" ..., ou la somme de fonctions semblables de ces 
racines. Lorsque, la fonction f(s) étant décomposée en deux parties 
II(-s), &(*), le module du rapport 

ll(s) 

est, pour tous les points situés sur le contour OO'O" . .., inférieur à 
l’unité, le nombre des racines correspondantes à des points renfermés 
dans son contour reste le meme pour les deux équations qu’on obtient 
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en égalant à zéro la fonction f(s) ou sa première partie 11 ( 5 ); et la 
somme des racines de réquation f( 5 ) = o, ou la somme des fonctions 
semblables de ces racines peut être développée en une série conver¬ 
gente dont les différents termes ne contiennent plus que les racines de 
l’équation II(5) = o. On reconnaît ainsi que le théorème énoncé par 
M. Laplace dans les Mémoires de l’Académie des sciences de 1777, est 
inexact toutes les fois que le nombre désigné par i dans ce théorème 
diffère de l’unité, et que le théorème substitué par M. Paoli au théo¬ 
rème de Laplace, cesserait lui-même d’être exact, si le premier membre 
de l’équation que l’on considère ne remplissait pas certaines condi¬ 
tions. Ajoutons qu’à l’aide des principes ci-dessus indiqués, la déter¬ 
mination du nombre des racines d’une équation algébrique qui corres- 
dent à des points situés dans le contour 00'O" ... peut s’effectuer très 
simplement toutes les fois que ce contour est uniquement composé de 
droites ou d’arcs de cercles, ou même de courbes tellement choisies 
que, pour tous les points situés sur chacune d’elles, x et y puissent 
être exprimés rationnellement en fonction d’une troisième variable t. 
Ainsi, l’opération connue sous le nom de division algébrique suffira 
pour déterminer combien de racines réelles ou imaginaires d’une 
équation de degré quelconque offrent des modules inférieurs à un 
nombre donné, ou des parties réelles comprises entre des limites 
données, etc. Parmi le grand nombre de théorèmes remarquables aux¬ 
quels 011 est conduit de cette manière, se trouvent compris le théorème 
de Descartes, celui de MM. Budan et Fourier, ceux que j’ai moi-même 
établis dans le Journal de VÉcolepolytechnique, ceux que M. Ch. Sturm 
a publiés dans le Bulletin des sciences, de juin 1829, etc. Quant à la 
détermination des limites des erreurs commises dans le développement 
des fonctions implicites, elle devient encore plus simple et plus facile, 
lorsqu’on a égard aux principes que je viens de résumer en peu de 
mots. 



FORMULES EXTRAITES D’UN MÉMOIRE 
PRÉSENTÉ LE 27 NOVEMBRE 1831 
A L’ACADÉMIE DES SCIENCES DE TURIN 


PAU 

M. AUGUSTIN CAUCHY 

MEMBRE DE L'INSTITUT DE FRANCE. 


Bulletin de Férussuc , Tome XVI, p. 119-1*28; 183 r. 


Soient as, y deux variables réelles, considérées comme représentant 
des coordonnées rectangulaires; 

z = x-\-y \]—1 une variable imaginaire; 

00 'ü" ... un contour ou un polygone composé d’une ou de plu¬ 
sieurs lignes droites ou courbes, et (racé arbitrairement dans le plan 
des x, y; 

P IT111 quelconque des points renfermés dans le contour 00 '0" . . . ; 

s une longueur variable comptée sur ce contour, à partir d’un point 
donné 0, et dans un sens tel que, la longueur s venant à croître, le 
rayon vecteur mené du point P à l’extrémité de cette longueur ail, 
dans le plan des as, y, un mouvement de rotation direct autour du 
point P ; 

c le périmètre entier du contour 00'0" ... ; 

f(A) une fonction réelle ou imaginaire de s, qui obtienne générale¬ 
ment une valeur unique et déterminée pour chacun des systèmes de 
valeurs de as, y, propres à représenter les coordonnées de points ren¬ 
fermés dans le contour 00'0" ... ; 



enfin 


£((/(*))) 

le résidu intégral de f(d) étendu à celle des racines de l’équation. 


qui correspondent à de semblables valeurs dcx', y. II sullirade recourir 
à la théorie des intégrales singulières pour établir la formule 


(a) 


<!*<(/( = ))) = 



dz 

ds 


ds. 


ün pourra d’ailleurs décomposer l’intégrale que renferme la formule (2) 
en plusieurs parties, puis substituer à la variable .y, dans chaque inté¬ 
grale partielle, une autre variable t qui croisse ou décroisse tandis que s 
augmente. Gela posé, on reconnaîtra sans peine que l’équation (2) 
comprend comme cas particuliers les formules générales que j’ai 
données dans le Mémoire de i8i4, dans les Exercices de mathéma¬ 
tiques, etc.... Ainsi, par exemple, si l’on réduit le contour OO 7 O 7 ... à 
un rectangle dont les côtes soient parallèles aux axes des x et y, ou 
bien au système de deux droites menées par l’origine des coordonnées 
et de deux arcs de cercles qui aient cette origine pour centre, ou bien 
encore à la circonférence entière d’un cercle décrit de cette origine 
avec le rayon R, on tirera successivement de la formule (2) 


'A(/(=)))=.--^ f {/(x+w-. -/u-.h-.v v-Okv 

~ “ J y n 

+ -d f !/(.r + Y y/— 1 ) - /(æ- H- 1*0 \J— I ) I (I.T., 


(»> < l> ) , r , ■ —, , _ ■ — 

c ((/( = ))) = —/ 
t'o) (/»ol 


-i- )L _ L f { e v r ’ -1 /■(/■ a 1 ' é— 

2 t : J,. a 

f R f>/> i :r > y (R ) dp. 


1 dr, 


(11) (TC) 

C ((/(=))) 

l«) î—1Î) 



Dans ccs dernières formules, r, p représentent des coordonnées 
polaires liées aux coordonnées rectangulaires æ, y, par l’équation 
imaginaire 

•r -f-J — i r ef } ' ~ 1 , 

ou, ce qui revient au même, par les deux équations réelles 

oc — /' cos p , )'~- z i' sin/î. 

De plus, x Q , y 0 , r 0 , p ü etX, Y, R, P désignent des valeurs particulières 
des quatre variables x, y, r, p. 

Il est bon d’observer qu’en vertu de la formule ( 2) le module de 
l’expression 6 \(( f(u))) sera inférieur au produit 




si l’on indique à l’aide de, la lettre A la plus grande valeur que puisse 
acquérir le module de la fonction f(s) pour un point situé sur le 
contour 00'0" .... 

Concevons, pour fixer les idées, que, les fonctions f(^), F(V), étant 
finies et continues, ainsi que la dérivée P (s) de f(^\ pour toutes les 
valeurs de s correspondantes à des points renfermés dans le contour 
OO'O" . . ., on prenne 


L’équation (1) sera réduite à 

Cf) f(3):_-0 


si d’ailleurs on représente par m le nombre des racines de I’équation(3) 
qui correspondent à des points renfermés dans le contour OO'O" 
et par z$, ccs memes racines, on aura, en vertu de la 


formule (2), 

( 1 ) 


m . 



h f (*> ^ 


ds, 


(■>) 


3 | 5.1 ~\~ . . . -\- 


- _!_ A 

'27 zs/= 7 J u ** f( 5 ) ds 

(6) I H (-1 ) -1-^ (-2) H - • • •+P( 5 /n) ~-7= / P( c ) jyy ~r 

2 7ï y —l t / u H-J 


ds. 



Soient maintenant x une variable réelle et f(af)une fonction de cette 
variable, qui devienne infinie pour x — a. Si l’on fait croître x la 
fonction î{oci) passera, en devenant infinie, du négatif au positif, ou du 
positif au négatif, ou bien elle ne changera pas de signe. La quantité 
-j- i, dans le premier cas, — i, dans le second, zéro, dans le troisième, 
est ce que je nomme Y indice de la fonction f(a?) pour la valeur don¬ 
née a de la variable x. Vindice intégral de f(a?), pris entre les limites 

,{ — til 

n’est autre chose que la somme des indices correspondant aux diverses 
valeurs de x, qui, rendant la fonction i‘(æ) infinie entre ces limites, 
représentent des racines réelles de l’équation 


Je désigne cet indice intégral à l’aide de la lettre J et par la notation 
(S) (/ ((!'(*)». 


l’usage des doubles parenthèses étant ici le meme que dans le calcul 
des résidus. Lorsque la limite x 0 est une racine de l’équation (7), le 
terme correspondant à 2; == dans la somme représentée par l’expres¬ 
sion (8), doit être réduit à H- ~ ou à — suivant que la fonction t‘(x) 

devient positive ou négative pour des valeurs de x croissantes au-delà 
de x 0 . Pareillement, lorsque X est une racine de l’équation (7), le 
terme correspondant àa? = X, dans la somme représentée par l’expres¬ 
sion (8), doit être réduit à + Xouà — l --> suivant que la fonction f(a?) 

devient négative ou positive pour des valeurs de x décroissantes 
au-dessous de X. Cela posé, en partant de l’équation identique 




K 


...- f,(a;) v / 7 _l ,i.v r .. 

t 4- f ( x ) \j — ï J ;t . a f ( ,-r ) — \J— 1 


on établira sans peine la proposition suivante : 
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Théorème. — La somme des deux indices 


(')) 




est équivalente à i, à — j , ou à zéro, suivant que les deux quantités 

f(X), -f(.r„) 

sont toutes deux positives ou toutes deux négatives } ou l'une positive et 
l'autre négative; de sorte qu'on a généralement 



z désignant un nombre infiniment petit. 


Lorsque la fonction f(x) se présente sous la l'or me d’une fraction 
rationnelle, et que le degré du numérateur surpasse le degré du déno¬ 
minateur, on peut, dans la détermination de l'indice (8), substituer 
au numérateur de la fraction rationnelle le reste qu'on obtient en le 
divisant par le dénominateur. On pourra ensuite, en vertu de la for¬ 
mule (io), échanger entre eux les deux termes de la fraction restante. 
Or, à l’aide de ces opérations plusieurs fois répétées, on finira par 
déterminer complètement l’indice intégral d'une fraction rationnelle 
quelconque, et cette détermination se trouvera réduite à la recherche 
du plus grand commun diviseur algébrique de deux polynômes entiers. 

Revenons maintenant à la formule ( 4 ), et soient o(.r, j), yfæ, y), 
deux fonctions réelles déterminées par la formule 

(if) î(æ -f-j \J— i) — cp(,/', t r) H- I xfo .)')■ 


Posons, d'ailleurs, pour abréger, 


(ra) 


f (x, y) = 


,r) 

/. (■*■, y) 


Enfin, soient <p (s), y (s) et^(.y), ce que deviennent les fonctions o(x,y), 

v/'r -v\ of tl ( rtnnnrl m OYrmmn lot; ennrdnnnéoc; X. v en fnilC- 
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tiou de Turc a-. On tirera de la formule ( 4 ) 

03 ) m = r 2 (J (( + (- 0 ))- 

u 


Il y a plus. Comme, en désignant par la leUrc v une constante réelle, 
on peut, sans altérer l’équation ( 3 ), y remplacer la fonction f(z) par 
le produit 

(en.sr -b \/ — î siur) f ( z) ; 


il en résulte que, dans la formule (12), 011 pourra aux fonctions 
z>(x,y), y (.2?, y) substituer celles qui, dans le produit 

(cosr-b \J— 1 Aut)[o(>, y) H- \J— j)], 


représentent la partie réelle et le coefTicicnt de \J — 1, et poser, en 
conséquence 


04 ) 


y) = 


cp(.r, y) cosr — yQ, y) siiiT 
y) cosr ■+■ 9 (' r i 7 ) ain¬ 


si, dans cette dernière formule, on attribue à v : i° une valeur nulle; 
2° la valeur on obtiendra successivement l’équation (12) et la 
suivante : 


05 ) 


y) = — 


XifjJÜÏ. 

y)' 


Lorsque le contour OO'O" ... est formé de plusieurs lignes droites ou 
courbes, alors, pour faciliter le calcul-du nombre m déterminé par la 
formule (i 3 ), on peut décomposer l’indice intégral 

J «+(■'))) 


en plusieurs parties correspondantes à ces memes lignes, et substituer 
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x, y; ou au système de deux droites menées par l’origine, et de deux 
ares de cercle qui aient cette origine pour centre, ou bien encore à la 
circonférence entière d’un cercle décrit de cette origine avec le rayon 
R, etc., on trouvera successivement 


Aj (M-r, x°))) +J ((+(>'.r))) 

( ... 

_/«*<*, v»)-/ (W a 


A J U'H r J (('Jj(R cosy>, R siny>))) 

—J (('!(/• cosP, /• s .111 P))) — J <];(/•„ coup, /•„ siny;))) L 

/> 0 / 

l T ' 

m = - J ((^(He°s/>, Rsiny>))), 


etc. 

Ces diverses valeurs de m pourront è(re aisément calculées à l’aide 
de la formule (io), si la fonction /(-) est entière, puisqu’alors les 
seconds membres des formules (iG), (17), (18) renfermeront seule¬ 
ment des fonctions rationnelles de la variable x, ou de la variable y, 
ou du rayon vecteur r, ou de l’expression imaginaire 



et, par conséquent, de tang^- 11 est facile d’en conclure que, pour une 

équation algébrique de degré quelconque, la détermination du nombre 
des racines qui offriront des modules inférieurs à un nombre donné, 
sera réduite à la recherche du plus grand commun diviseur algé¬ 
brique de deux polynômes dont les degrés ne surpassent pas celui de 
la proposée, et qu’on pourra en dire autant de la détermination du 
nombre des racines, dans lesquelles le module r et Tare/), ou la partie 


données. Si l'équation f(z) — o n'a point de racines égales, alors, en 
désignant par s un nombre infinimentpelit, et posant y () = — £, V = £, 
on tirera de la formule (16) 


(•o) 



On peut d’ailleurs s'assurer directement que, dans tous les cas, la 
valeur précédente de ni est précisément le nombre des racines réelles 
et distinctes de l’équation (,‘i), renfermées cuire les limites cc () , X. De 
la formule (19) jointe à l’équation (10), on déduit immédiatement le 
théorème de Descartes, ainsi que plusieurs au Ires théorèmes dignes 
de remarque, publiés par l’Abbé Dogua, par MM. Hudan et Kourier, 
et par M. Ch. Sturm. 

Si l’on voulaitdéterminer ladiffércnce p. entre le nombre des racines 
positives distinctes, inférieures à un nombre donné 11, et le nombre 
des racines négatives distinctes, supérieures à — 11, il faudrait recourir 
à la formule 



et de celle dernière formule, jointe à l’équation (10), on déduirait 
facilement un théorème à l’aide duquel j’ai démontré le premier, dans 
le Journal de V Ecole polytechnique, que pour toute équation algébrique, 
011 peut trouver des fonctions rationnelles des eoellicients dont les 
signes fournissent le moyen de déterminer le nombre des racines 
réel 1 ('s négatives. 

Il suit encore des formules (12) et (16), (pie, si l’équation J'(p) = 0 
est algébrique et du degré n, le nombre m des racines qui offriront des 
parties réelles supérieures à une quantité donnée a, sera, pour des 
valeurs paires de n, 


(21) 


11 1 

ni — —|— 

O, O, 


J' 


y K ,r) 


? 


et, [joui* des valeurs impaires de n, 

(•.>■>.) ni = >L - - J 

A ‘A v 

Ou aura, d'ailleurs, quel que soit/*, 


J'((- 


<pK y) 
y) 


J 


y) 

x("> .y) 


/S"* y) 
^ y) 


_l— 


le. double signe devant être réduit, au signe H- ou au signe —, suivant 
<|u(*. le rapport 

y) 

y) 

devi(Midra positif ou négatif pou r des valeurs infinies de y. 

Au reste, quels que soient la fonction /‘(s) et le contour 00 'O" ..., 
il résulte des formules (io) et (i 3 ~), que le nombre des racines de 
l'équation J\z)=. o, correspondant à dos points renfermés dans le 
contour dont il s’agit, se calculera aisément, si, pour chaque portion 
de ce contour, '\>(ocy) peut être exprimé rationnellement on fonction 
de la variable .y, ou même d’une autre variable L. 

Concevons à présent que, la fonction f(-) étant décomposée eu 
deux parties fl(^), rry(.s), le module du rapport reste, pour tous 

les points situés sur le contour 00'0" . . . inférieur à l'unité, on sorte 
qu’on ait tout à la fois 

(ua) *'( = ) = Iï("-) H- ro(3) 

et 

(•.iÜ) 


U( = ) 


On conclura de la formule ( 4 ), que les racines correspondant à 
des points renfermés dans le contour OO'O" ... sont on même nombre 
pour l’équatiou ( 3 ) et pour la suivante : 
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Do plus, si Ton désigne ces racines par z l3 z.,, ..., z m pour l'équa¬ 
tion (S), et par £ a , . . pour ré(|iiation (27), on tirera de la 
formule (G) jointe à la formule (2), 


(9.8) [< (vi ) + I' ( vo ) -1-... -I- L ( z m ) 

— ( K\ ) ^ ( K-> ) -h • • • -H L ( £,7 ) “t- 


dy ( 1 -+- 


t/z 


®(-) 


(=) 


puis eu supposant remplie la condition (aG), 
( -2tj) F () + F( z .,) -+-. . . -+~ L ( z JU ) 

— L (Ci ) -t- t' (Ç 2 ) H-. . . +L (Cm) 




Donc alors la somme 


L ( -1 ) H- F ( . . .H- L ( z m ) 


sera développable en une série convergente dont les différents termes 
s’exprimeront en fonction des racines Ci, £2, • ••, Cm de l’équation 
auxiliaire 11(5) = o. Ajoutons, qu’en vertu de la formule (1), le 
module du (orme général de cette série, c’est-à-dire le module de 
l’expression 


(3o) 


- f 

U ( — 


Ji(-) 


f'(=: 


sera inférieur à la quantité 


(3i) 


an tt 


ïl(z) 


et, à plus forte raison, au produit 


W(z) 


(32) 


rN 

2 7Ï /2 ’ 


les valeurs M, N étant respectivement 


reste de la série offrira un module inférieur à 


cN/M" M"-*-' 

— (-1-1-. 

2 Tl \ Il II -|- 1 


< 


m\ 


M" 

h 




et par conséquent à 
( 3 - 1 ) 


— M" 

27 : // ( i — M ) 


Si l’on prend V(-) = z, la formule (29) deviendra 

(35) ^i + 2-j + . • •+ z, n — 1 1 -i- £■> +. ■ "Çi„ 



et le reste de la série ne surpassera pas le produit 


(36) 


ffL u> ‘ 

27: //( 1 — M)’ 


Les formules qui précèdent comprennent comme cas particuliers 
celles que Lagrange etM. Paoli ont données pour le développement des 
fonctions en séries. Si, pour fixer les idées, on suppose II(5) = (5 — a)" 1 , 
a désignant une constante arbitrairement choisie, l’équation ( 3 ) sera 
réduite à 

(37) (z — a)"'rxj(z) — O 


et la formule (29) donnera 
(38) F^O + F^h-.-.h-F^) 

= wF(a)-1-2 ^ ^ 1 


n 1.2 ... (mn — 1 ) 


[(ro(a)«F'(«)'] 
da mn ~ L 


pourvu qu’011 ait A 


®(~) 


<(1. Si l’on réduisait le nombre m à 


(z-«Y 

l’unité, alors, à la place de l’équation ( 38 ), on retrouverait la formule 
de Lagrange, savoir 

(39) = 

11 = 1 

Turin, eu 17 septembre iS3i. 
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BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ PHILOMATIQUE 




MEMOIRES 

SUR LA 

DETERMINATION DU NOMBRE DES RACINES RÉELLES 
DANS LES EQUATIONS ALGÉBRIQUES (*). 


Ballet in de la Société Philomatique , p. y 5 -ioo; 1814. 


Les géomètres se sont beaucoup occupés de la question qui fait 
l’objet de ces Mémoires, et qui peut être envisagée sous deux points 
de vue différents, selon qu’il s’agit des équations littérales, ou selon 
que l’on considère une équation dont tous les coefficients sont donnés 
en nombres. Dans le second cas, le problème se résout complètement, 
en formant par les règles connues une équation auxiliaire dont les 
racines sont les carrés des différences entre celles de la proposée, ce 
qui fournit le moyen d’assigner une quantité moindre que la plus 
petite de ces différences, et, par suite, de déterminer non seulement 
le nombre des racines réelles, mais aussi des limites entre lesquelles 
chacune des racines est comprise; mais relativement aux équations 
littérales, la question consiste à trouver des fonctions rationnelles de 
leurs coefficients, dont les signes déterminent dans chaque cas parti¬ 
culier le nombre et l’espèce de leurs racines réelles : or ce n’était 
jusqu’à présent que pour les équations des cinq premiers degrés qu’on 

(!) Ces mémoires oui été lus à l’InsLiLui dans le courant de 181 3 . Malgré son tilro, 
l’article qui suit no donne pas le texte des mémoires de Cauchy, mais une analyse cri¬ 
tique, due très certainement à Legendre ( 11 . T.). 
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était parvenu à former Je semblables fonctions, et M. Cauchy s’est 
proposé de compléter cette partie de l'algèbre, en donnant une méthode 
applicable aux équations littérales de tous les degrés. Cette méthode 
est fondée sur la considération des courbes paraboliques, dont Stirling 
et Degua avaient déjà fait usage pour le même objet : on doit la 
regarder comme une extension de celle que Degua a donnée dans le 
volume de l’Académie des Sciences pour l’année iy^i, et comme une 
application des principes posés par ce géomètre. 

Pour en donner une idée, supposons que l’équation proposée soit 
représentée par fx == o; làisons/r égale à une nouvelle indéterminée y : 
l'équation y = /a:* appartiendra à une courbe parabolique, c’est-à-dire 
à une courbe composée d’une seule brandie qui s’étend indéfiniment 
dans le sens des abscisses positives et dans celui des abscisses néga¬ 
tives. Les intersections de cette courbe avec l’axe, des abscisses répon¬ 
dront aux racines réelles de l'équation proposée; or l’inspection seule 
de la courbe suffit pour montrer que le nombre do ces intersections 
surpassera au plus d’une unité le nombre, des ordonnées maxima tant 
positives que négatives. Lorsqu’il n’y aura qu’un seul maximum mitre 
deux intersections consécutives, le nombre des intersections sera 
précisément égal à celui des maxima augmenté d’une unité; mais si la 
courbe éprouve plusieurs sinuosités entre une intersection et radie 
qui la suit immédiatement, l’ordonnée parlant de. zéro, passera par 
plusieurs maxima i'Aminima successifs avant de redevenir nulle, et il 
est facile de voir que le nombre de ces maxima surpassera toujours 
d’une unité celui des minium, d’où il résulte que le nombre total des 
intersections diminué d’une unité est toujours égal au nombre total 
des ordonnées maxima , moins le nombre des ordonnées minimu ( 1 ). 

Ce principe n’est pas modifié par les portions extrêmes de la courbe 
qui se prolongent indéfiniment au-dessus et au-dessous de l’axe des 
abscisses, et dont chacune contient un nombre égal de maxima et de 
minima. Il a également lieu nar rauuort à h to ili é d j , i c *1 c. it 



lorsque l’on considère séparément la partie qui répond, soit aux 
abscisses positives, soit aux négatives. En effet, il est aisé devoir, par 
un raisonnement semblable au précédent, que, dans l’une de,s deux 
parties, l’excès du nombre des ordonnées maxima sur celui des 
ordonnées ininima est égal au nombre des intersections, et que, dans 
l’autre partie, il est égal à ce nombre diminué d’une unité. Mais pour 
savoir de quel côté cette unité doit être retranchée, on observera que 
les intersections répondant aux racines réelles de l’équation fx = o, 
il suffit de savoir si le nombre des racines négatives est pair ou impair, 
ce qui se décide, comme on sait, par le signe du dernier terme,. 

Les plus grandes et les plus petites ordonnées de la courbe que nous 
considérons répondent aux abscisses déterminées par la différentielle 
première de l’équation fx = o, c’est-à-dire en employant la notation 
de M. Lagrange, par l’équation f'x = o. Si donc on la sait résoudre, 
on. cou naîtra le nombre total des ordonnées maxima et minium, et il 
ne s’agira plus que de distinguer les unes des autres. Or, aux sommets 
des ordonnées maxima positives ou négatives, la courbe tourne sa 
concavité vers l’axe des abscisses ; elle est au contraire convexe vers cet 
axe aux sommets des ordonnées minima. Relativement aux premières, 
les deux quantités fx et J"x sont de signes contraires, et leur produit 
est négatif; par rapport aux secondes, ces quantités sont de même 
signe, et leur produites!, positif. Donc, en substituant toutes les racines 
réelles de l’équation f'x= o dans la fonction fxx f"x, on connaîtra 
par les signes de cette quantité combien la courbe a d’ordonnées de 
chaque espèce, soit dans la partie des abscisses positives, soit dans la 
partie négative',; d’où l’on conclura, d’après les principes précédents, 
le nombre et les signes des racines réelles de l’équation fx — o. 

Cette solution du problème suppose, comme on voit, la résolution 
de l’équation fx = o d’un degré inférieur d’une unité à celui de la 
proposée. Elle est due à Dcgua, qui l’a exposée 1 , avec tous les dévelop¬ 
pements nécessaires, dans le Mémoire cité plus haut. On y trouve', aussi 
les règles qu’il a données pour reconnaître, sans résoudre aucune 
équation, si la proposée a toutes scs racines réelles, ou bien si elles 



sont en partie réelles et en partie imaginaires. Mais ce géomètre 
croyait impossible de fixer le nombre des racines imaginaires quand il 
en existe, à moins de résoudre une équation du degré immédiatement 
inférieur à celui de la proposée. 

Tel est le point où Dcgua a laissé la question, et où M. Cauchy l’a 
reprise dans les Mémoires dont nous rendons compte. 

Au lieu de résoudre l’équation fx — o, formons-cn une autre dont 
les racines soient les valeurs du produit fxf'x prises avec des signes 
contraires, et correspondant à toutes les 'racines réelles ou imagi¬ 
naires de f'x = o. Cette équation auxiliaire s’obtiendra parles règles 
de l’élimination, et elle sera du même degré que f'x = o, c’est-à-dire 
du degré n — i, si l’on suppose que n marque le degré de la pro¬ 
posée fx = o. Or les valeurs de fxf'x, qui répondent à des racines 
imaginaires de fx — o, pourront quelquefois être réelles; mais alors 
ce produit fxf'x aura nécessairement des racines égales. Si donc on 
suppose d’abord que l’équation auxiliaire n’a pas de racines égales, il 
sera certain que le nombre de scs racines posilivcs’moins le nombre 
de ses racines négatives sera égal à celui des racines réelles de la pro¬ 
posée diminué d’une unité. Ainsi la détermination de ce dernier 
nombre, pour une équation du degré n, se trouve ramenée à celle de 
la différence entre les nombres de racines positives et de racines néga¬ 
tives pour une autre équation du degré n — i. Voici comment M. Cauchy 
résout ce second problème. 

Soit z l’inconnue de l’équation auxiliaire, et Z = o cette équation, 
de manière que Z désigne un polynôme en .s du degré n, — i, M. Cauchy 
forme une seconde équation auxiliaire dont les racines sont les valeurs 
du produit ZZ" multipliées par celles de .s cl prises avec des signes 
contraires, c’est-à-dire les valeurs de la fonction — z/ 71 ', qui répondent 
aux racines de Z'==o\ 71 et Z", désignant à l’ordinaire les deux 
premières fonctions dérivées de Z. Cette seconde équation auxiliaire 
s’obtiendra, comme la première, par les règles de l’élimination, et elle 
sera du meme degré que Z'=o, ou du degré n — 2. Si l’on suppose 
qu’elle n’a pas de racines égales, elle jouira d’une propriété qui consiste 



on ce que la différence entre le nombre de ses racines positives et celui 
de ses racines négatives étant augmentée ou diminuée d'une unité, 
donnera la meme différence relativement aux racines positives et néga¬ 
tives de l'équation Z = o. Cette différence, pour la première auxilaire, 
se conclura donc de celle qui a lieu pour la seconde, et il suffira de 
savoir si l’on doit augmenter ou diminuer celle-ci d’une unité. Or cela’ 
dépendra uniquement des signes des derniers tenues dans les équa¬ 
tions Z = o etZ^o; car si elles ont toutes deux un nombre pair ou 
toutes deux un nombre impair de racines positives, auquel cas leurs 
derniers termes seront de même signe, il faudra diminuer d’une unité 
la différence relative à la seconde auxiliaire pour en conclure celle qui 
se rapporte à la première; et, au contraire, il faudra l’augmenter d’une 
unité, lorsque Tune de ces équations Z = o et 7 J = o aura un nombre 
pair et l’autre un nombre impair de racines positives, c’est-à-dire 
lorsque leurs derniers termes seront de signes différents. En observant 
donc que le dernier terme du polynôme U est de même signe que 
l’avant-dernier du polynôme Z, M. Cauchy énonce cette règle générale : 

L’excès du nombre des racines positives sur celui des racines néga¬ 
tives de l’équation Z = o est égal au même excès, par rapport à la 
seconde équation auxiliaire, diminué ou augmenté d’une unité, selon 
que le produit des coefficients des deux derniers termes du polynôme Z 
est une quantité positive ou négative. 

Concevons d’après-cela que l’on forme une troisième équation 
auxiliaire qui se déduise de la seconde, comme celle-ci se déduit 
de Z = o; puis une quatrième qui se déduise 1 de la troisième, aussi de 
la même manière, et ainsi de suite, jusqu’à ce qu’enfin on soit parvenu 
à une équation du premier degré, ce qui formera un nombre n — i 
d’équations, puisque la première Z = o est du degré n — i, et que le 
degré s’abaisse d’une unité en passant d’une auxiliaire à la suivante. 
Supposons que, dans chacune de ces n — i équations, on fasse le 
produit des coefficients des deux derniers termes; il résulte de la règle 
qu’on vient d’énoncer, que la différence entre les nombres de racines 
positives et de racines négatives de la première auxiliaire Z = o, sera 


relation qui existe entre cette auxiliaire et la proposée X = o, le 
nombre îles racines réelles de celles-ci, diminué d’une unité, sera égal 
à cette, meme diiïérence entre les nombres des produits de signes 
différents. 

Ainsi, par les signes de n — i fonctions rationnelles des coefficients 
de la proposée., on pourra juger du nombre de scs racines réelles. 
Pour qu’elles le soient toutes, il faudra que toutes ces fonctions soient 
négatives; et pour quelles soient toutes imaginaires, il sulïira que le 
nombre des positives surpasse d’une unité celui des négatives. Si, par 
exemple, la proposée est du sixième degré, il y aura pour la réalité de 
toutes ses racines cinq conditions déterminées; mais, au contraire, 
pour qu’aucune de scs racines ne soit réelle, il faudra que trois sur 
cinq quantités soient négatives, condition qui peut être remplie de 
dix manières différentes. 

La règle que i\I. Cauchy a donnée pour déterminer la différence 
entre les nombres de racines positives et de racines négatives de la 
première auxiliaire, peut également s’appliquer à la proposée elle- 
même; et comme celle-ci est du degré n, il en résulte qu’en formant 
un nombre n de fonctions de ses coefficients, on pourra, d’après leurs 
signes, déterminer la différence entre les nombres de ses racines réelles 
de l’une et de l’autre espèces; on en connaît déjà la somme au moyen 
des n — i fonctions précédentes; donc, au moyen de lui — i fonctions 
rationnelles des coefficients de la proposée formées suivant des lois 
déterminées, on pourra connaître le nombre et l’espèce de ses racines 
réelles, ce qui est la solution générale du problème que M. Cauchy 
s’est proposé de résoudre. 

Au reste, quoiqu’on n’ait besoin, en dernière analyse, que des deux 
derniers termes de chaque équation auxiliaire, il u’en faut pas moins 
les former toutes en entier; car chacune d’elles est nécessaire au calcul 
de la suivante. Les calculs deviendront extrêmement compliqués et 
presque inexécutables, quand il s’agira d’équation d’un degré un peu 
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élevé; mais cette difficulté paraît tenir en grande partie à la nature de 
la question, et elle n'a pas empêché M. Cauchy d’appliquer sa méthode 
aux équations complètes des cinq premiers degrés pour lesquels il a 
formé les systèmes de fonctions dont les signes déterminent le nombre 
et l’espèce de leurs racines réelles. 

Dans l’exposé que nous venons de faire de la méthode de M. Cauchy, 
nous avons supposé qu’aucune des équations auxiliaires n’avait des 
racines égales. Lorsque le contraire arrive pour une ou plusieurs 
d’entre elles ou pour leurs équations primes, ou enfin pour la proposée 
elle-même, les principes sur lesquels M. Cauchy s’est appuyé ne sont 
plus généralement vrais, et en même temps les règles qu’il en a 
déduites deviennent illusoires. En effet, il est facile de voir que, dans 
le cas des racines égales, quelques-uns des produits dont il faut consi¬ 
dérer les signes se trouveront égaux à zéro; on ne saura plus alors si 
l’on doit les compler parmi les fonctions positives ou parmi les néga¬ 
tives; par conséquent les règles précédentes ne seront plus immédia¬ 
tement applicables. Pour résoudre cette difficulté, M. Cauchy a proposé 
différents moyens qui nous semblent laisser encore à désirer, et pour 
lesquels nous renverrons le lecteur aux Mémoires mêmes, qui paraî¬ 
tront dans le prochain volume du Journal de VEcole Polytechnique. 



MÉMOIRE 

SUR LES INTÉGRALES DÉ UNI ES. <*). 


Bulletin de lu Société Philomatique, [>. 18 5 -1S «S ; 181 4 - 


La considération des intégrales doubles est lin moyen que les 
géomètres ont souvent employé, soit pour Irouver les valeurs dos 
intégrales définies, soit pour les comparer enlre elles. M. Laplaeo s’en 
(>st d’abord servi dans son Mémoire sur les fonctions de grands 
nombres; M. Legendre, dans la première partie de ses Exercices de 
Calcul intégral ; et j’ai eu aussi plusieurs lois l’occasion d’en faire 
usage. C’est sur eetle considération qu’est fondée la première parlie 
du Mémoire de M. Cauchy. Il prend une fonclion de y, que je dési¬ 
gnerai par Y; il y met, à la place de y, une autre fonclion de doux 
variables x et z\ et il observe qu’on a identiquement 


d 



dz 


d 



dm. 
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d’où il résulte, en multipliant par dxdz, et prenait! ensuile l’intégrale 
double, 



=/ v 


il 

dz 


dz. 


Ces intégrales sont indéfinies; mais si l’on suppose que l’intégrale rela¬ 
tive à x est prise depuis x = a jusqu’à x — a', et l’intégrale relative 


(*) Ce texLe est le résumé critique, pur Poisson, d’un mémoire de Cauchy, lu à 
PlnsLitul le 22 aoiU 1 81 4 , qui ne sera publié qu’en 1827 ( Mémoires- présentés par 
divers savi/nts à Vdon demie royale des sciences de CI asti tilt de France, Sciences 
mathématiques et physiques , l. I, p. 699-799; cf. Œuvres complètes d'Augustin Cauchy , 
i r, ‘ série, 1. I, p. 319-606) (lî. T.). 
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à z, depuis z = b jusqu’à z = b'; que de plus on fasse 


<ly 

tLv 


=/(■'-, ; ) 


t/y 

tlz 


= l’V, = )< 


l’équation précédente deviendra, en passant aux intégrales (léiinies, 

(i) J^/fc, b')tl.r — j J\.r, h)(l.r= f l’("\ z) tlz — j z)t/z. 

Elle établit, comme on voit, une relation entre qualre intégrales 
définies différentes, qui peut servir à leur détermination; mais 
M. Cauchy montre, en outre, comment on peut la partager en plusieurs 
autres équations, ce qui donne le moyen d’en tirer un plus grand 
avantage. D’abord il suppose que la fonction prise pour y, soit delà 
forme y — ni -h // \j —i ; l’équation (i) contient alors une partie réelle 
et une partie imaginaire; elle se subdivise donc en deux autres, que 
l’auteur décompose do nouveau, par un moyen que nous ne pouvons 
pas indiquer ici. Comme on peut prendre pour Y (elle fonction de y 
qu’on veut, et y substituer ensuite, à la place ilcy, une infinité d’expres¬ 
sions dillerentos, il semble que l’équation(i)et celles qui s’en déduisent 
devraient déterminer quelques intégrales nouvelles; mais parmi les 
nombreux exemples que l’auteur a rassemblés dans la première partie 
de son Mémoire, je n’ai remarqué aucune intégrale qui ne fût pas déjà 
connue, ce qui tient sans doute «à ce que son procédé, quoique très 
général et très uniforme, n’est pas essentiellement distinct de ceux 
qu’on a employés jusqu’ici. 

Voici un dos résultats les plus généraux qu’il obtient. Soit V une. 
fonction de x; supposons qu’en y substituant (a-\-b\- — i)a; à la 
place de cette variable, elle devienne P -+- Q ^ —i; supposons aussi 
que les produits Vx n et Qa?" soient nuis, pour les valeurs x — n 

et en prenant les intégrales entre ces limites, et en faisant, 

pour abréger, 

r — Ja-h-, tt z— r co.sO, h ~~ r sin 0, 


lu. Cauchy trouve qu on a, en general, 

J P x n - l cLv= - J \u, M 1 d.c, 

d.v = j' V,r "- 1 cU. 

On obtient immédiatement ces formules par la simple observation 
qu’en substituant (« + b \J — i)x à la place de x, les limites de l’inté¬ 
grale restent les memes; de sorte qu’on a 

j V.r " -1 rit: •=. Ça -+- b \j — i)" J' (t* 4- O y 7 — i) .r"-' d.r\ 

mettant pour a et h leurs valeurs, et partageant cette équation en deux 
autres, on trouve les formules citées; mais par la manière dont 
M. Cauchy y parvient, on voit que ces formules sont sujettes à des 
conditions relatives aux valeurs extrêmes de P a?" et Qx", et à quelques 
autres exceptions; ce qui prouve que l’emploi du facteur imagi¬ 
naire a-\-b 1 /— 1 n’est pas toujours légitime. 

Dans la seconde partie de son Mémoire, M. Cauchy observe que 
l’équation (1) est quelquefois en défaut, et que cela arrive quand les 

fonctions comprises sous le signe J deviennent ^ pour des valeurs 

de x et de z comprises entre les limites de l’intégration. En effet, on 
sait qu’une fonction de deux variables qui se présente sous cette forme 
est réellement indéterminée; elle est susceptible d’une infinité de 
valeurs différentes, et elle en prend deux, qui ne sont pas les 
mêmes, lorsqu’on y substitue dans deux ordres différents les valeurs 

particulières des variables qui la rendent^- Si donc on a une inté¬ 
grale JJ <l>(x, z)dxdz, et que $(x, z) passe par l’indéterminé pour 

des valeurs x — cc et s = o, comprises entre les limites de l’intégration, 
il arrivera que l’élément <I>(a, Z)dxdz, qui leur correspond, aura 
deux valeurs différentes, selon qu’on y fera d’abord x = a et 
ensuite z = 6 ", ou selon que l'on commencera par z = %\ donc l’inté¬ 
grale double, qui est la somme de tous les éléments, n’aura pas non 



plus lu morne valeur, selon que l’on commencera l’intégration par 
rapport à l’une ou à l’autre variable; donc aussi les deux membres de 
l’équation (i) pourront quelquefois n’ètro. pas égaux, puisqu’ils repré¬ 
sentent les résultats d’une intégration double, faite dans deux ordres 
différents. 

A cette remarque de M. Cauchy, on doit ajouter qu’au moins l’une 
des deux valeurs de <l>(æ, z). correspondantes à x = y. et z — S, doit 
être infinie; car si elles étaient toutes deux finies, on pourrai! négliger 

l’élément <ï>(a, %)dxdz< sans que l'intégrale jj z)dxdz en fût 

altérée; et alors sa valeur serait encore la môme, quoiqu’on eùl effectué 
l’intégration dans deux ordres différents. 

M. Cauchy, après avoir indiqué les cas où l’équation (i) devient 
fautive, détermine la quantité A, qu’il faut alors ajouter à l’un de ses 
deux membres pour rétablir l’égalité. Il fait voir qu’clle est exprimée 
par une ou plusieurs intégrales simples, d’une espèce particulière, et 
qu’il nomme intégrales singulières. Ce sont des intégrales prises dans 
un intervalle infiniment petit, et effectuées sur une fonction contenant 
elle-même une quantité infiniment petite, qu’on ne doit supprimer 
qu’après l’intégration. Ces intégrales ne se présentent pas ici pour la 
première fois; on en rencontre une semblable dans le problème d’un 
corps pesant sur une courbe donnée, lorsque le mobile approche d’un 
point où la tangente est horizontale : s’il en est à une distance infi¬ 
niment petite, et que sa vitesse soit nulle, le temps qu’il emploie pour 
l’atteindre tout à fait, a une valeur finie qui est déterminée par une 
intégrale de l’espèce dont nous parlons. Le propre de ces intégrales 
est d’être indépendantes de la forme de la fonction soumise à l’inté¬ 
gration; ainsi, dans l’exemple que nous citons, la valeur du temps ne 
dépend pas de l’équation de la courbe, mais seulement de la longueur 
du rayon de courbure au point que l’on considère; et c’est une circons¬ 
tance semblable qui permet à M. Cauchy de donner sous une forme 
très simple la valeur générale de la quantité A. 

Ce que h*. Mémoire dont nous rendons compte contient, selon nous, 



(I(* plus curieux, c'est l'usage qm* I’iiiif.t'Lii* l’ail des intégrales qu’il 
nomme singulières, pour exprimer d’aulres intégrales prises cuire des 
limites finies. 11 parvient ainsi à plusieurs résultats déjà connus. Cette 
manière indirecte de les obtenir ne doit pas être préférée aux méthodes 
ordinaires, mais tdle n’en est pas moins très remarquable, et digne de 
l’ail (Mi t ion des géomètres. Il obtient par ce moyen les valeurs de 
quelques intégrales qu’on n’avait pas encore explicitement considérées, 
mais qui rentrent dans d'autres intégrales déjà connues, ou qui s’en 
déduisent assoj facilement. Par exemple, M. Cauchy donne la valeur 
de l'intégrale 

/ eus b.r d.r 

prise depuis x = o jusqu'à x = or elle est comprise dans celle-ci 

r sinr.r sin ■>.ux dx 

- « -- 

( i -t- •>. 'J. rus‘U(,/‘ H- «-) i — 

dont on obtient la valeur mi la réduisant, en série suivant, les puis¬ 
sances de a, ainsi que M. Legendre l’a pratiqué relativement à une 
intégrale, un peu moins générale. L'intégrale do M. Cauchy si' déduit 
do celle que nous citons, en y supposant a = î, c = a b, et faisant, 
ensuite les réductions convenables. 



DE LA DIFFÉRENCE 
ENTRE 


LES ATTRACTIONS EXERCÉES PAR UNE COUCHE INFINIMENT MINCE 

SUR 

DEUX POINTS TRÈS RAPPROCHÉS L’UN DE L’AUTRE 
SITUÉS 

L’UN A L’INTÉRIEUR, 

L’AUTRE A L’EXTÉRIEUR DE CETTE MÊME COUCHE. 


iïulltîlui de hi Société Phibiniatifjue, p. ;'j3-5r>; iNi-j. 


On suit que l'attraction exercée par une couche infinimcnl mince 
sur un |>oiiif (rès rapproché (Pelle a deux expressions différentes, 
suivant que ce point est. situé à l'intérieur ou à l’extérieur. On peut 
d’ahord, vu l'épaisseur infiniment petite de la couche, supposer celle- 
ci réduite à une simple surface, attirante, mais pour laquelle la force 
attractive 4 en chaque, point, varierait proportionnellement à l'épaisseur 
dont, il s’agit. delà posé, si l’on considère deux points situés tout près 
de la surface cl. sur une meme normale, l’un-au dedans, l’autre au- 
dehors, les actions exercées sur ces deux points suivant le plan 
tancent seront égales entre elles, et les actions exercées suivant la 
normale différeront d’une quantité égale au produit de quatre fois le 
rapport de la circonférence au diamètre par la force attractive de la 
surface. En général la différence des actions exercées suivant une direc¬ 
tion déterminée sera égale à la différence qu'on vient de citer multipliée 
par le cosinus de l’angle que forme celle direction avec la nornude , On 



trouve une démonstration synthétique de en théorème dans le premier 
Mémoire de M. Poisson sur l’électricité. Je vais faire voir comment on 
peut le déduire des formules générales de l’attraction. 

Soient M et N les deux points donnés situés tout près de la surface, 
que l’on considère et sur une meme normale, l’un à l'intérieur, l’autre 
à l’extérieur. Soient x l} y l5 x\, y.>, z» les coordonnées respectives 
des points M et N rapportés à trois axes rectangulaires; et supposons 
que la normale menée par ces doux points coup»' la surface en un 
troisième point R, dont les coordonnées soient X, Y, Z. Enfin désignons 
par E la force attractive au point 11, et. par x, y, z les coordonnées 
variables de la surface. Si l’on représente par 

(r) s- Z = P(./• - - X) -h Q( j — Y) 

l’équation du plan tangent au point 11, les coordonnées du point Al 
satisferont aux équations 

j X, — X -k P ( 5| — Z) = O, 

{ ' i} I „ri — Y -h Q ( - 1 — Z) = o. 


Soit encore 0 l’angle formé par la normale avec une droite, déterminée. 
Si l’on prend cette droite pour axe des z, on aura 


(3) 


cos 0 = . • 

v/(i + P â + Q â ) 


Voyons maintenant quelle est la différence des attractions exercées 
par la surface suivant cette meme droite sur chacun des points M et N. 

Désignons par O le point de la surface auquel appartiennent les 
coordonnées x, y, z : soit e la force attractive au même point; et r { la 
distance des points O et .M, en sorte qu’on ait 

1 

(é) f' t = ((.?• — .r, )--h (y — j, )' 2 -(- (r — 5, )-) . 

Enfin, soit A l’attraction de la surface sur le point M suivant Taxe 
dos z : en faisant à l’ordinaire ^ =p, ^ = q 5 on aura 

( a ) A = — j! —■ " ^ ( i H- p- -h q -) - dx dy , 



l'intégrale double devant s’étendre à tous les points de la surface. De 
même, si l’on représente par H l’attraction de la surface sur le point N, 
et. que l’on fasse 

( ( i) r, — ((./• — ./•,)-+ (y — r,')--b (z — 

on trouvera 

(;) —Jj : - - \ i -y/>- -r </-) 1 d.r dy, 

la nouvtdle intégrale étant prise entre les memes limites que. la 
première. 

Si l’on suppose maintenant les points M et N très rapprochés l’un 
de l’autre et de la surface donnée; on aura à très peu près 

Dans le même cas, les éléments dos intégrales doubles qui repré¬ 
sentent les valeurs de A et de B seront sensiblement égaux entre eux, 
tant que les quantités 

---J --- 

/•; r:; 

auront une valeur finie, c’est-à-dire tant que les quantités 

X — x h J’—J’i, Z — Z, X — .r 2 , y — r,, g — z.,, 

ou, ce qui revient au même, les suivantes : 

x — X, y — Y, = _Z 

ne seront pas toutes à la fois infiniment petites. Ainsi, pour obtenir la 
différence des intégrales doubles qui représentent les attractions A 
et B, il suffira de déterminer les parties de ces intégrales qui corres¬ 
pondent à des valeurs de x, y, z très peu différentes de X, Y, Z. On y 
parvient de la manière suivante. 

Considérons d’abord l’intégrale double qui forme le second membre 
de l’équation (o), et faisons 
Z - s, =a. 

On aura, en vertu dos équations (a\ 

Y — Vj = — Oa. 



Do plus, les points M et R étant censés très voisins l’un de l’autre, 
a sera une quantité très petite; et, si l’on veut que le point, O soit aussi 
très rapproché du point 11, il faudra supposer en outre» 

(q) .r—X — au;', y —V = a r', ? — r L~az\ 


x', y', z' étant de nouvelles variables qui pourront obtenir de très 
grandes valeurs positives ou négatives, mais (elles néanmoins que les 
quantités au/, av', olz' restent, toujours Tort petites. Ainsi, par 
exemple, si l’on considère a comme un infiniment petit du premier 
ordre, il sera permis de considérer x 1 , y', z' comme, des quantités 
infinies de l’ordre pourvu que n soit J. Dans celte hypothèse, ou 
aura à fort peu près 

'• = 0 +/'- + <f)~ — 0 + P-+ Q-y = —jj ’ 

On aura de plus en vertu do l’équation ( 1 ), 

s'rrP./'+Qj'; 


et, par suite, les équations (S) et (y) donneront 


<hr tly — 


P + Qy'-b i 


((.*'-10'+ (/- Q)-+ (P++ Q.r'-h I) 2 ) 1 


dx' f/y'. 


Cela posé, si l’on désigne par A' la partie de 1’inl.égralo A, qui corres¬ 
pond à des valeurs de x, y, z lort peu différentes de X, Y, Z, on 
trouvera 


O) 


M = 



P x.' -f- Q/+ l 
P" 


dx' dy\ 


pourvu que l’on fasse 

1 

(il) p — ((.*/— P)-H- (/-Op + (]>.r'+Q/+i)^ 


— + (* + pâ )- r ' a + aPQ-i- (i h- Q-)y 


et que l’on prenne la nouvelle, intégrale entre les limites x' = — oo, 
as' = -\-co. y f = —co, y = - 1-ao. D’ailleurs entre ces memes limites 
on a évidemment 

riAr'-hQj' 


n 


dx r dy'= o. 



Soit maintenant y' = x't : ou aura entre lus limites a et oo de toutes 
lt's variables 


(1W-IÏ 


,r’ d.r <It 


(j -h />- -i- 2 PO/ -i- i i- (y -/-)./•'- 

,U î 


AÜ 


J 0. 


J I -+- PM 2 PO/ -!- 1 -+- < V >- /- 

Eu quadruplant cette valeur, on obtiendra relie de l’intégrale 
// ~ y' ] ~ prise entre les limites —oc et H-oo des doux variables; et 
par suite la formule (ia) deviendra 

( 1 3 ) A' = — 2 v E ro.s 0. 


Les calculs précédents supposent la quantité a, ou Z— z,. positive. Si 
(die eût été négative, on aurait encore trouvé la même valeur de A', 
mais avec un signe différent. On aura donc généralement 

( 1 4 ) A' — Zf 2 77 P i:os 0, 

le signe supérieur devant être adopté si Z surpasse z l} et. le signe 
inférieur dans le cas contraire. 

De meme, si l’on désigne par IV la partie, de l’intégrale B qui corres¬ 
pond à dos valeurs de æ, r, z, très peu dilférentes de X, Y, Z, on 
trouvera 

(i5) U' — rb 2 rErosQ, 


le. signe -f- devant être adopté si surpasse Z, et le signe — dans le 
cas contraire..D’ailleurs, les quantités 

3, -Z Cl = a -Z 


étant toujours nécessairement de signes opposés, il en sera de même 
des quantités A' et B'. La différence de ces dernières, et par suite celle 
des quantités A et B, sera donc toujours égale, abstraction faite du 
signe, à 4~E cosO. c. y. i\ d. 


DÉMONSTRATION GÉNÉRALE DU THÉORÈME DE FERMAT 

SUR 

LES NOMBRES POLYGONES. 


Bulletin de la Société Philomatique, p. 196-197; l8i5. 


Le théorème dont il s’agit consiste en ce que tout nombre entier 
peut être formé par Eaddition de trois triangulaires, de quatre carrés, 
de cinq pentagones, de six hexagones, et ainsi de suite. Les deux 
premières parties de ce théorème, savoir, que tout nombre entier est 
la somme de trois triangulaires et de quatre carrés, sont les seules qui 
aient ôté démontrées jusqu'à présent; ainsi qu’on peut le voir dans la 
Théorie des nombres de M. Legendre, et dans l'Ouvrage de M. Gauss, 
qui a pour titre Disquisitiones arithmeticæ. J’établis dans le Mémoire 
que j’ai donné à ce sujet la démonstration de toutes les autres; et je 
fais voir en outre que la décomposition d’un nombre entier en cinq 
pentagones, six hexagones, sept heptagones, etc., peut toujours être 
effectuée de manière que les divers nombres polygones en question, à 
l’exception de quatre, soient égaux à zéro ou à l’unité. On peut donc 
énoncer en général le théorème suivant : 

Tout nombre entier est égal à la somme de quatre pentagones , ou à une 
semblable somme augmentée d'une unité; à la somme de quatre hexa¬ 
gones, ou à une semblable somme augmentée d'une ou de deux unités; à 
la somme de quatre heptagones , ou à une semblable somme augmentée 
d'une , de deux ou de trois unités, et ainsi de suite. 



La démonstration de ce théorème est fondée sur la solution du pro¬ 
blème suivant : 

Décomposer un nombre entier donné en quatre carrés dont les racines 
fassent une somme donnée. 

Je réduis ce dernier problème à la décomposition d’un nombre 
entier donné en trois carrés, en faisant voir que, si un nombre entier 
est décomposablc en quatre carrés dont les racines lassent une somme 
donnée, le quadruple de ce nombre est décomposable en trois carrés 
dont Lun a pour racine la somme dont il s’agit. Il est aisé d’en conclure 
que le problème proposé ne peut être résolu que dans le cas où le 
carré de la somme donnée est inférieur au quadruple de l’entier que 
l’on considère, et où la différence de ees deux nombres est décompo¬ 
sable en trois carrés; ce qui a lieu exclusivement, lorsque cette diffé¬ 
rence, divisée par la plus haute puissance de 4 qui s’y trouve contenue, 
n’est pas un nombre impair dont la division par 8 donne 7 pour reste. 
Si aux deux conditions précédentes 011 ajoute celle que le nombre 
entier et la somme donnée soient de même espèce, c’est-à-dire, tous 
deux pairs ou tous deux impairs; on aura trois conditions qui devront 
être remplies pour qu’011 puisse résoudre le problème dont il s’agit. 
Mais on 11e doit pas en conclure que la solution soit possible toutes les 
fois qu’011 pourra satisfaire à ces memes conditions. Pour qu’on soit 
assuré d’obtenir une solution, il faut en outre, et il sulïit, que la 
somme donnée soit supérieure, ou égale, ou inférieure au plus d’une 
unité, à une certaine limite dont le carré augmenté de deux équivaut 
au triple du nombre donné. 

En appliquant ces principes aux nombres impairs ou impair cm eut 
pairs, on reconnaît facilement que tout nombre entier impair, ou divi¬ 
sible une fois seulement par 2, peut être décomposé en quatre carrés, 
de manière que la somme des racines soit un quelconque, des nombres 
de même espèce compris entre deux limites dont les carrés soient 
respectivement le triple et le quadruple du nombre donné. 

On démontre avec la même facilité que tout nombre entier peut 
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toujours être décomposé en quatre carrés de manière que la somme 
soit comprise entre les deux limites qu’on vient d’énoncer. On doit 
seulement excepter parmi les nombres impairs les suivants : 

i, 5, y, M, 17 , k), -ii), 4 1 ; 

et, parmi les nombres pairs, tous ceux qui, divisés par une puissance 
impaire de a, donnent pour quotient un des nombres premiers 

L, Ô, 7, II, 17. 

A l’aide de ces propositions et do quelques autres semblables, on 
parvient sans peine, non seulement à prouver que tout nombre entier 
est décomposable en cinq pentagones, six hexagones, etc.; mais 
encore à effectuer cette décomposition do. telle sorte, que les nombres 
composants soient tous, à l’exception de quatre, égaux à zéro ou à 
l’unité. 



DÉMONSTRATION 

l)’UN THÉORÈME CURIEUX SUR LES NOMBRES. 


Bulletin, de la Société Jtiiiloinutujuc, [>. i33-i 35; i<Si(i. 


On a pu voir dans In dnrninr numéro de ce HuUelin l’énoncé d’une 
propriété remarquable des Fractions ordinaires observée par 
M. J. Farey. 

Celle propriété n’est qu’un simple corollaire d’un théorème curieux 
(}ue je vais commencer par établir. 

Théorème. — Si, après avoir rangé dans leur ordre de grandeur les 
fractions irréductibles dont le dominateur n’excède pas un nombre entier 
donné, on prend à volonté dans la suité ainsi formée deux fractions 
consécutives, leurs dénominateurs seront premiers entre eux, et elles 
auront pour différence une nouvelle fraction dont le numérateur sera 
Vanité. 

Démons!ration. — Soit la plus petite des deux Fractions que l’on 

considère, et n. le nombre entier donné. Soient de plus a! et b' les plus 
grandes valeurs entières que l’on puisse attribuer aux variables x et y 
dans l’équation indéterminée 

( i ) bx — a.y — x 

en supposant toutefois b’.gf z n. La Fraction ^ étant irréductible par 
hypothèse, et la valeur de b' vérifiant Féqualion ha! — ab' — i, b et h' 



seront nécessairement premiers entre eux, et Ton aura de plus 

11! n _ 1 

V~ b~W 


La Traction y jouira donc, relativement à la fraction y des propriétés 

énoncées par le théorème, et pour établir ce même théorème il subira 
de prouver que, parmi toutes les fractions irréductibles dont le déno¬ 
minateur n'excède pas n, celle qui surpasse immédiatement ™ estpréci- 

u 1 

sèment y On y parvient de la manière suivante. 

Les diverses valeurs de y qui résolvent l’équation (i) forment la 
progression arithmétique 

b' —2/0, b' —0, b', // H-/O, b'b, ... 


et puisque b' est la plus grande de ces valeurs qui soit comprise dans 
n, on a nécessairement 

n < b' h - b. 

Soit maintenant j r une fraction irréductible et plus grande que ^ 

prise parmi celles dont le dénominateur il'excède pas n. Si l’on fait, 
pour abréger 

(2) bj—ug=m, 


on aura 


f a _ m 

g~b~ bg' 


f fj 

Ainsi la différence des fractions ^ sera généralement exprimée 


îll> 

par et si, on donne à m une valeur constante en laissant varier g, 

og L 


cette différence aura la plus petite valeur possible, lorsque g aura la 
plus grande valeur possible. D’ailleurs les diverses valeurs de g qui 
satisfont à l'équation (2) sont évidemment comprises dans la progres¬ 
sion arithmétique 


• • î 


mb 1 —2 b, mb' — b , mb', mb'-\-b, mb'-\-2b , 


dont le terme mb'- f- b, égal ou supérieur à //-+- ù,-est par suite supé¬ 
rieur à n, et, comme g ne doit pas excéder n, il est clair qu’il sera 

tout au plus égal au terme mb' ; d’où il suit que la fraction ^ ne 

og 

pourra devenir inférieure à 

m _ i 

mb'b bb'^ 

Donc, parmi toutes les fractions supérieures à et dont le dénomina¬ 
teur n’excéde pas n, la plus petite est celle dont la dilférence avec - est 
égale à c’est-à-dire, la fonction —■ 


Corollaire. — Si, parmi les fractions dont il s’agit dans le théorème, 
on en prend trois de suite à volonté, en désignant ces trois fractions 
par 

a a! a" 

/;’ T, n /?’ 


on aura 

et par suite 
d’où l’on conclut 


a' b — ab' z=z i, a!' b' — a' b" — i, 

n'b — ab'— a"b' — a'b'' ; 


a. -I- a" _ a! 

b -f- b" ~ V 


Cette dernière équation n’est autre chose que l’expression analytique 
de la propriété observée par M. J. Farey. 
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LES RACINES IMAGINAIRES DES ÉQUATIONS- 


Bulletin de lu Société Philomatique , p. 1817. 


Je me suis proposé d’étaldir, par mu*, démonstration directe et 
simple, la proposition qui sert de base à la théorie des racines imagi¬ 
naires, et qu’on peut énoncer comme suit • 

Théorème i. — Si Véquation 

( 1 ) H-- ti. x x n ~ l H- <t x x n - H- . . . -I- a, t -, x H- n H — o 

ri a pas de racine réelle, on pourra toujours y satisfaire en prenant pour 
x une expression de la forme 

(;>,) x = /'(coscp d= \j —1 ) s i n cp ; 

ou, en d'autres termes, on pourra trouver pour r et 9 un système de 

valeurs réelles qui vérifient en même temps les deux équations 

( r" cos/i<p -j- i7| /•" ' 1 cos(/i — t)cp -j-. . . -h a n -1 e coscp h- a — o, 

( H ) < 

( r tl sni u cp -j- ci\ r' 1 'sintn — i)cp + . - .-f-er 7i „ 1 / , smcp rru. 

La démonstration de ce théorème est fondée sur les deux leinmcs 
suivants : 

Lemme I. — Suit JXy) = o une équation dont y —b représente une 
racine réelle, mais qui ait utie seule racine égale à b, onpoui'ra toujours 
attribuer à S une valeur assez petite, pour que, v étant égal ou inférieur 
à G, l'une des deux fonctions J'(b -\-v), f(b — v) soit constamment 
positive, et Vautre constamment négative. 



En effet, puisque /( /;) = u, si l’on développe j\b r) suivanl les 
puissances ascendantes de c, on aura une équation de la forme 

('i) /‘(^ ± e) =r±: Bt> + G( ,2 dz Br( 1 dz ) 

\ b / 

B n’élant pas nul, attendu qu’on suppose une seule racine égale à 6. 
Or, <> venant à décroître, le signe du second membre de l’équation ( 4 ) 
finira par dépendre uniquement du signe de son premier terme ±Br; 
et par suite les signes des deux fonctions f(b -f- c'), f(b — r) finiront 
par être respectivement égaux à ceux dos quantités 4- Br, —Br. 
Donc,, etc. 

Lemmu U. — Si J\x, y) — o désigne une fonction rationnelle et entière 
d'x et d'y, et que pour une certaine valeur de x Véquation f{x, y) = o 
résolue par rapport à y fournisse plusieurs racines réelles inégales; æ 
venant èi croître ou à décroître par degrés insensibles, les racines réelles 
de Véquation varieront elles-mêmes par degrés insensibles sans qu'aucune 
d'elles puisse disparaître, à moins que préalablement l'équation 
n'acquière des racines égales. 

En effet supposons que, pour .*; = //, l'équation J\x, y) = o admette 
plusieurs racines réelles inégales dont Tune soif y = b. On pourra 
(lemme 1) assigner à 6" une valeur assez petite, pour que, r étant égal 
ou inférieur à 6 sans être nul, l’une des deux quantités f(a, b-y-v) 
f(ci, b — v) soit constamment positive et l’autre constamment négative. 
De plus, r ayant une semblable valeur, ou pourra toujours attribuer à 
a une autre valeur assez petite, pour que, u étant égal ou inférieur à a, 
les trois quantités 

j\a — u,l>-\-v), h-r), J\a -4- a, h -l- r ) 

soient de meme signe, et qu’il en soit encore de meme des trois 
suivantes : 

/(a — //, é — rj, J\a. l> — r), j\u H- b — r). 

Cela posé, il est clair : r que f(yj — u, b -f- v) et J\a — u, b — e) seront 
de signes contraires : " que J\a + n, b -+• <’) et f(a H- u, b — r) seront 



également de signes contraires; d’où il suit que, u étant égal ou infé¬ 
rieur à a, chacune des équations 

f(a — u, y) — o, f(a -t- n, y) = o, 

résolue par rapporta/, fournira une racine réelle comprise entre les 
limites y = b — c, y~b-\-y. Ainsi, c ayant une valeur très petite, 
pourvu qu’elle soit inférieure à 6 , on peu! assigner à a une valeur telle 
x venant à croître depuis a jusqu’à a- f-a, ou à décroître depuis a 
jusqu’à a — x, l’équation f(x, y) = o, résolue par rapport à y, 
conserve toujours une racine réelle comprise entre les limites b — c, 
b-\-v, c’est-à-dire, une racine qui 11e diffère pas sensiblement de b-, ce 
qui suffît pour établir le lemmc énoncé. 

Comme on n’altère pas la forme do l’équation J'(x, y) = o en y 
changeant u; on ^ on doit en conclure que Iclemnie II subsiste dans le 
cas meme où la valeur de x représentée par a devient intinie; et l’on 
peut assurer que, si pour-^=o, ou x = ce , ]’équatioir/’(.r, y) — <> 
résolue par rapport à y fournil plusieurs racines nielles et inégales, la 
même équation pour de très petites valeurs de j inférieures à une 
certaine limite a, ou, ce qui revient au mémo, pour de très grandes 
valeurs de x supérieures à la limite admettra autant de racines 
réelles fort peu différentes des premières. 

Lorsque l’équation f(x, y) = o est du degré n par rapport à y, clic 
ne saurait admettre n racines réelles différentes de valeurs, que dans 
le cas où elle n’a pas de racines égales. Si donc, pour x = a, elle a en 
effet n racines réelles différentes; et qu’en faisant varier x par degrés 
insensibles, on finisse par faire disparaître une ou plusieurs de ces 
racines; puisque dans l’intervalle ces racines elles-mêmes varieront 
par degrés insensibles, sans qu’aucune puisse disparaître avant que 
l’équation n’acquière des racines égales, il est clair que dans le 
même intervalle une certaine valeur de x aura déterminé une réduc¬ 
tion dans le nombre des racines réelles, en amenant l’égalité de deux, 
ou de plusieurs d’entre elles. 


Venons maintenant cà la démonstration du théorème I. 


Démonstration. — Si dans les équations ( 3 ) on fait cosç = .v, elles 
prendront la forme 

( J U ( r ' ) — U, 

<■’) I 

( r(t —s -) 1 r, s) = o. 

f n (r, s), /„„,(?•, .y) désignant deux fonctions rationnelles et entières de 
r et de s, Tune du degré n, l’autre du degré n — i ; et il suffira évidem¬ 
ment de prouver que, dans le cas où l’équation (x) n’a pas de racines 
réelles, on peut satisfaire aux deux suivantes : 

(0) {/f’*? = °* 

( x) = O, 

par un meme système de valeurs réelles de r et de ©, ou, ce qui revient 
au meme de r et de s, .y = cos<p étant compris entre les limites ±i. 
Or, la supposition r — ce réduit les équations ( 3 ) à celles-ci : 


(;) 


COS/i Cp “ U, 

sin // cp o. 


Ces dernières fournissent respectivement pour cos(p = .y, la première 
n racines réelles inégales, savoir : 


(S) 


r. 3 7r 

.V — cos- J .S' ^ COS - 5 


2 n. 

( 2 n — 3 ) 7T 
2 // 


-, .v — eus 


(2/i — î): 


et la seconde n — t racines réelles pareillement inégales, savoir : 

n 2- (// — i) rr 

(Q ) ,V — (‘OS — ■> S = COS- 5 . . . , .V — cos- , 

n n n 

indépendamment des deux valeurs comprises dans la formule 
(lu) x = ± I, 

d’où il sait que, pour le cas de r — oo, on satisfait à l’équation 
f n (>\ .v) = o au moyen des valeurs des données par les formules (8), 
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iï 

:t à l’équation 

(l — s) = O, 

ut, co qui rovieutau mémo, aux doux suivantes 

1 

I I — .V-U = (», Jn-\(r , s) = O, 

J_ 

>ar les valeurs (9) et (lo); savoir, à l'équation (1 — .y a ) 2 = o par les 
aleurs (10) seulement, et à l'équation .y) = o par les valeurs 

9). On doit on conclure (lemme II) que, pour de très grandes valeurs 
le r supérieures à une certaine limite H, les équations (6) résolues par 
apport à s doivent respectivement fournir, la première n racines 
'éelles très peu différentes des valeurs (8), et la seconde n — 1 racines 
éelles très peu différentes des valeurs ( 9). 

Supposons maintenant que dans les équations (6) 7’ vienne à 
lécroître par degrés insensibles depuis r — R jusqu’à r=o. Il arrivera 
le deux choses Tune. Ou, dans cet intervalle, les an — t valeurs réelles 
le s qui servent de racines aux équations (0 ), et qui varient avec r par 
legrés insensibles, subsisteront toujours sans se confondre, ol sans 
jue l'ordre, de leurs grandeurs respectives soit jamais altéré; ou quel- 
[ues-unes de ces valeurs, d'abord différentes, deviendront égales entre 
dles. Il est inutile de considérer séparément le cas où quelques 
■acines réelles finiraient par disparaître soit dans Tune soit dans l'antre 
les équations (6); parce qu'en faisant l’application du lemme II à ces 
nêmes équations, on reconnaît sans peine que le cas particulier dont 
1 s'agit rentre, dans la seconde de,s deux hypothèses qu'on vient de 
aire. De plus il est facile de voir que la première hypothèse est inad¬ 
missible. En effet, a n 11e pouvant être nul, puisque l'équation (r) est 
mpposée n’avoir pas de racines réelles, on ne saurait évidemment, 
our de très petites valeurs de 7 \ satisfaire à la première des équations 
6 ), ou, ce qui revient au meme, à la première des équations ( 8 ), par 
les valeurs de ^ = cosçi comprises entre les limites ±1. D’ailleurs, 
,ant que la première des équations ( 6 ) conserve n racines réelles 

npfrcdpc pnmrnp ppc vcipiiipc ’voripnt mrpf, r nor 
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aucune d'elles ne peut dépasser les limites ± i, sans avoir préalable¬ 
ment atteint ces mêmes limites; et d'autre part, si, pour une certaine 
valeur de r, on pouvait satisfaire à l'équation f n (j', .v) = o en supposant 
.s- = cos9 = zb i, la même valeur de r vérifierait la première équation 
( 3 ) réduite pai* celte supposition à 

et 1 équation (i) aurait une racine réelle égale, au signe près, à celte 
valeur. Donc, puisque l’équation (i) n’a pas de racines réelles, on 
peut assurer que, pour de très petites valeurs de r, la première des 
équations (6) résolue par rapport à s n'aura plus de racines réelles, 
non seulemenl entre les limites ,r = +i, mais meme hors de ces 
limites. 

La seconde des deux hypothèses entre lesquelles nous devions 
choisir est donc la seule admissible; et nous devons conclure que, ;• 
venant à décroître au-dessous de la limite h par degrés insensibles, les 
:m — i valeurs réelles de x qui servent de racines aux équations (0) 
varieront d'abord pendant un certain temps par degrés insensibles en 
conservant l’ordre de leurs grandeurs respectives, mais qu’à la fin une 
certaine valeur de r amènera l’égalité de deux ou plusieurs racines 
réelles. 

Il est de plus évident que la première égalité qui se présentera 
sera celle d'une ou plusieurs racines qui se suivaient immédiatement 
dans l’ordre de grandeur observé pour r = R, c'est-à-dire, pour des 
valeurs de r très considérables, ou, ce qui revient au même, pour 
?' = oo; et comme l'inspection seule des équations (8) et (9) suffît 
pour faire voir que les diverses racines, rangées d’après cette loi, 
appartiennent alternativement à la première et à la seconde des 
équations (6), il est clair que la première égalité sera celle d'une ou 
de plusieurs racines de la première équation avec une ou plusieurs 
racines do la seconde. Enfin, comme avant cette première égalité 
aucune racine réelle de l'équation f n (r, s) = o n’aura pu disparaître, 
les racines qui deviendront alors égales entre elles, se trouveront 
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nécessairement, par les raisons que nous avons développées ci-dessus, 
comprises entre les limites ±i. Donc, r venant à décroître, les équa¬ 
tions (6) finiront par obtenir une racine réelle commune ^ comprise 
entre les limites ± i. c. q. f. d. 



SECONDE NOTE 


sun 

LES RACINES IMAGINAIRES DES ÉQUATIONS. 


Bulletin de la Société Philomatique, p. i(ii-i(>4; 1817. 


Qu'il soit toujours possible de décomposer un polynôme en fadeurs 
réels du premier et du second degré; ou, en d'autres termes, que 
toute équation, dont le premier membre est une fonction rationnelle 
et entière de la variable x, puisse toujours être vérifiée par des valeurs 
réelles ou imaginaires de cette variable : c'est une proposition que l’on 
a déjà prouvée de. plusieurs manières. MM. Lagrange, Laplaee et Gauss 
ont employé diverses méthodes pour l’établir; et j'en ai moi-meme 
donné une démonstration fondée sur des considérations analogues à 
celles dont M. Gauss a fait usage. Quoi qu’il en soit, dans chacune des 
méthodes que je viens de citer, on fait une attention spéciale au degré 
de l’équation donnée, et quelquefois meme on remonte de cette 
dernière à d’autres équations d’un degré supérieur. Ces considérations 
m’ayant paru étrangères à la question, j’ai pensé que le théorème dont 
il s'agit dépendait uniquement de la forme des deux fonctions réelles 
que produit la substitution d'une valeur imaginaire de la variable dans 
un polynôme quelconque; et j'ai ôté assez heureux, en suivant cette 
idée, pour arriver à une démonstration qui semble aussi directe et 



Soif f(.r) un polynôme quelconque en x. Si Ton y substitue pour 
x une valeur imaginaire u-\~ — r, on aura 

( i ) J\if i’ \ — i ) ~ P 4- O i/-- i. 

P rl. Q étant, deux (‘ouedions réelles u et e. De plus, si l’on fait 
(•>. ) P 4- Q ^ — \ — K( msT -r- \ — i siuT ), 

H sera ee qu’on appelle le module de l'expression imaginaire 

p + Q v /Z7 ï ; 

et sa valeur sera donnée par l’équation 
( 3 ) K 4 =P 4 -+-n 4 . 

Cela posé, le théorème à démontrer, e’esl que l'on pourra toujours 
satisfaire par des valeurs réelles de u et de r aux deux équations 

P — o, ( ) = o ; 

ou, ee ([ni revient au meme, à l’équation unique 

K = o. 

11 importe doue, de savoir quelles sont les diverses valeurs que peut 
recevoir la fonction R, et comment celle fonction varie avec u cl e. On 
y parviendra, comme il suit. 

Supposons que les quantités a et p obtiennent à la fois les accrois¬ 
sements h et k, et soient AP, AQ, AR, les accroissements correspon¬ 
dants de P, Q, R. Les équations ( 3 ) et (t) deviendront respectivement 

(\) (R + AR) 4 =(Ph- AP)*h- (Q -i- AO)-. 

(■>) P -I- AP -h -I- AQ j 

= J'(ti -I- (’ V / — i') -+- h -l- k \/— i) — /({/ -1- (’ y 1 ) 

-I- {k -l- k \ j ) f | (// -|- r \J- i ) 

-I- ( h 4- k\ — i (i/ -I- r y/ — i ) 4-. .., 

/i, /o, ... désignant de nouvelles fonctions. Pour déduire de l'équation 
( 5 ) les valeurs P + AP et de Q-bAQ, il suffit de ramener le second 
membre à la forme p-\-q\i —i. C’est ce que l’on fera en substituant à 



J (// -h v ^— i) sa valeur R(cosT + y — r sinT), et posant en outre 

h -t- k \f— i = p(cos0 -+ \/ — i sinÜ), 

,/'i (// H- c \ — i) = H, (cosTi +- i sinT, ), 

./»(u -t- c \/— i ) ~ R.j( cosT.j -f- \ — r sin r J\ \ 


Après les réductions effectuées, l’équation (5) deviendra 

(6) P-H AP + (Q-hAQ)\'~ 

—— R cos I —|— R, p cos ( I [ -(- 0 ) —|— R.j p" cos ( T 2 —|- 2 0 ) h— • ■ • 

-I- | RsinT -!- R,psin(T| -+ 0) -+ R.,p 2 sin (T.,-b ••*.0) -b . . . ] y 1 — i 

et l’on en conclura 

j P ■+■ Al * —■' R ('.os 1 +- R, p cos ( 1 j —j~ Ü ) -H R» p" cos ^ i ^ +- 2 0 ) +-.... 

^ ^ ) Q -+- A( v ) — R si n T h- R | p sin ( T, +- 0 ) +- R* p' 2 sin ( T., +20) + ..., 

(S) (R -+ AR) 2 r= | R oosT -i- Rj p cos (T t -b 0) +- R. 2 p 2 cos(T| -t- 2 Oj +-. . . ] 2 

-l- | RsinT -h R, p sin (T, -+ 0) -b R 2 p a sin (T., -h 2 0) +-. .. | 2 . 

Supposons maintenant que, pour certaines valeurs attribuées aux 
valeurs u e( e, l’équation 

R = n 

ne soit pas satisfaite. Si dans cette hypothèse Rj n’est pas nul, le 
second membre de l’équation (8) ordonné suivant les puissances 
ascendantes de p deviendra 

I H- 2 RR 1 p cos ( T 1 — T h- 0 ) - 1 - ... ; 
et par suite la quantité 

(R-bAR) 2 - R 2 , 

où, l’accroissement de R 2 ordonné suivant les puissances ascendantes 
de p aura pour premier terme 

2 Rl-P p 2 cos ( T, — T H- 0 ). 

Si dans la même hypothèse Rj. était nul, sans que R, le. fût, l’accroisse¬ 
ment de R 2 aurait pour premier terme. 

2 RR 2 p 2 cos(T;. — T -+ 2 0), 
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etc. Enfin ce premier terme deviendrait 

2 RR„ o n cos ( T" — T H- n 0 ), 

si pour les valeurs données de u et e toutes les quantités R ls R 2 , . . . 
s’évanouissaient jusqu’à R,inclusivement. D’ailleurs, si fou attribue 
à c des valeurs positives très petites, et à 0 des valeurs quelconques, 
ou, ce qui revient au même, si fou attribue aux quantités h et k des 
valeurs numériques très petites; l’accroissement de H-, savoir, 
(R-hAR) 2 —R 2 , sera de même signe que son premier terme repré¬ 
senté généralement par le produit 

( 9 ) 2 RR /t p" cos ( T„ — T H- n 0 ) 

et, comme la valeur de 6 étant arbitraire, on peut en disposer de 
manière à rendre cos(T„— T-f-ziO), c’est-à-dire, le dernier facteur 
du produit (9), et par suite le produit lui-même, ou positif ou négatif; 
il en résulte que, dans le cas où des valeurs particulières attribuées 
aux variables a et v ne vérifient pas l’équation R = 0, la valeur corres¬ 
pondante de R 2 ne peut être ni un maximum, ni un minimum. Donc, 
si l’on peut s’assurer a priori que R 2 admet une valeur minimum, on 
devra en conclure que celte valeur est nulle, et qu’il est possible de 
satisfaire à l’équation R = o. 

Or R 2 admettra évidemment un minimum correspondant à des 
valeurs finies de u et de e, si, pour de très grandes valeurs numériques 
de ces mêmes variables, R 2 finit par devenir supérieure à toute quan¬ 
tité donnée. D’ailleurs si l’on fait 

u H- c \J — 1 = /•(c.osc -l- \/ — i sic z) ; 

à de très grandes valeurs numériques de il et v correspondront de très 
grandes valeurs de r, et réciproquement. Donc, pour que l’on puisse 
satisfaire à l’équation R = o par des valeurs réelles et finies des 

.mnlnUl/in : 1 .. , t .. ‘ ‘ tYi i . 1 . . . . . . 1.1 ' M *( I ' / 


linisse par devenir constamment, pour de très grandes valeurs de r, 
supérieure à tout nombre donné. 

La conclusion précédente subsiste également, que la fonction J\x) 
soit entière ou non. Elle exige seulement que P et Q soient des 
fonctions continues des variables a et e, et que les quantités R 2 ,... 
ne deviennent jamais infinies pour des valeurs Uni os de ces mêmes 
variables. 

Supposons (Mi particulier que la fonction /(a?) soit entière, et faisons 
en conséquence 

f(.r) = -|- a x .r" 1 -\- . . . -{- t/„ ,.r-|~< 7 „. 


Les équations (j<>) donneront 

]> _|_ () y — ! ~J'\ rcn*z H /'Mil ; \ — i ] 

= fl,,/'” CO.', //Z -i ■ (/1 /'" 1 ('<>>(_//-- ! ) 3 -I . . . I /•(•(»; -i a,, 

-I- (//„/•" s il) nz -I- K i /•" ' 1 sin (// — i ') c -i- . . . - i- a" n :•) — i, 


J’ — <i n r„ 


ros// ; + 


//, n (S (// - - i ) r. 
//„ /• 


H„ I CO'' ^ ^ I 
n, 1 r" 1 a,, /•„ 


O — //,, /" 


a, s in ( n — i ) : 


ft o 


Un- I ; 

,.ll --1 


l\-= l’-+ U" : 


)" 


•>.//, c.osz. 1 , / fin 

l _l-[-.. . -i- — 

//„ /' V a n 


or il est clair que, pour de très grandes valeurs de r, la valeur précé¬ 
dente de R- finira par surpasser toute quantité donnée. Donc, en 
vertu de ce qui a été dit plus haut, l’on pourra satisfaire par des 
valeurs réelles de a et de c à l’équation 

Il r - o, 

ou, ce qui revient au même, aux deux suivantes : 

V o, O o. 

Au reste la méthode ci-dessus exposée n’est pas uniquement appli¬ 
cable au cas où la fonction /(as) est entière; et, lors môme que cette 
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jonction cesse de l'étre, les raisonnements dont nous avons lait usage 
peuvent servir à décider, s’il est possible de satisfaire à l'équation 

/(.r) = o 

par des valeurs réelles ou imaginaires de la variable x. 



S Mi 


UNE LOI DE RÉCIPROCITÉ 
Ulll EXISTE ENTRE CERTAINES PONCTIONS. 


Bulletin de lu Société Philomatique , p. 121-1 vj; lS17. 




Nous avons établi, dans notre Alémoirc sur la l 1 k*o rir. dos ondos, 
certaines formules quo M. Poisson a également obtenues do son côté, 
et desquelles il résulte quo, si deux fonctions respectivement désignées 
par les caractéristiques /et © satisfont à l’équation 


(0 



?(» eos ([*•'■) <l\J. 


[j. = n, 
jj.= co , 


l’intégrale étant prise entre les limites p. = u, \j. — oc , la même équa¬ 
tion subsistera encore, lorsqu’on y remplacera la fonction / par la 
fonction © et la fonction <p par la fonction f. De même, si l’on désigne 
par /et 4 deux fonctions qui vérifient l’équation 


(2) 


'■(■*) = 



sin ( [J.,r. ) d>j. 


ij. = < >, 

[J.= x, 


cette équation subsislora encore après l’échange de la fonction f 
contre la fonction 4» et de la fonction 4 contre la fonction f. ün voit 
donc ici se manifester une loi de réciprocité : i" entre les fonctions / cl 
cp qui satisfont à l’équation (i) ; t>.° entre les fonctions / et 4 qui satis¬ 
font à l’équation (:*). Nous désignerons pour cette raison les fonctions 
/(a?), ©(a;) sous le nom de fonctions réciproques do première espèce, 
et les fonctions /(a;), 4( , ' r ) sous 110111 fondions réciproques (h 4 



secundo espèce. Ces deux espèces de fonctions peuvent être employée 
avec avantage pour la solution d’un grand nombre de problèmes, < 
jouissent de propriétés remarquables que nous nous proposons ici d 
faire connaître. 

D’abord, en dilférentiant plusieurs fois de suite par rapport à . 
l’équation (i), on reconnaîtra facilement que si 

/(.%■) Cl 9 (>) 

sont deux fonctions réciproques de première espèce, 

/"(.?;) cl ~.v-o(,r) 


seront encore deux fonctions réciproques de première espèce, et qif 
en sera de même des fonctions 


Au contraire, 



cl 

.r 1 9 (.r), 


cl 

9 (,r), 

etc. 



fin 

ei 

,r 9 (•/’), 


cl - 

— .r n 9 (,r), 

etc. 




seront des fonctions réciproques de seconde espèce. On arriverait 
des conclusions analogues en dilférentiant plusieurs fois de suite pii 
rapport à x les deux membres de l’équation ( 2 ). 

On reconnaîtra avec la même facilité que, si 

fin ei cp(./;) 

sont deux fonctions réciproques de première espèce, la fonction 

Cp (j;) Cos(/i\f,') 

aura pour réciproque (le première espèce 

toutes les fois que I; sera plus grande que æ, et 

I| /( * + .rH-/(.r_/,)] 


dans le cas contraire, tandis que la fonction 

o (x) si a/ut; 

aura pour réciproque de seconde espèce 

l[Ak-x)-Ak + .v)\ 
dans la première hypothèse, cl, 


dans la seconde. Les diverses propositions ci-dessus énoncées supposent 
les quantités k et x positives ; mais il est facile devoir les modifications 
qu’on devrait y apporter, si x et k devenaient négatives ( 1 ). 

Les principaux usages, auxquels on peut employer les fonctions 
réciproques, sont les suivants : 


i" Elles servent à la détermination des intégrales déünies. Ainsi, 
par exemple comme on a entre les limites p. = o, p. = oo. 


j <■ r[l cos ( px ) r/ ( j. = — r~ —, ■ 
I e-'V sin ( [x.v ) d\j. — -r^—, ' 


on en conclut que 


a pour fonction réciproque de première espèce 

\nJ 

et pour fonction réciproque de seconde espèce 

fîY . * - ■ 

\ 7T J r' 1 -\- :V- ’ 


(!) On poul remarquer encore, que si f(x) et y^(x) sonL deux fonctions réciproques de 
première ou de seconde espèce, kf(x) et kyS æ ) seront réciproques de môme espèce, 
k étant une constante prise à volonté. 




Min l I j 1AM I ! î j 11 ti l r ïl l 1 II, 


par suite les deux intégrales 


J 


- cos ( u ) d.r 

/■• -f- ’j.- 



- sin ( fj-.t: ) {j-ô 


doivent être Tune et l'autre égales à 


y. = o, 
[J. = oc 


ce qui est effectivement exact, ün déduit immédiatement de considé¬ 
rations analogues la formule qui sert à convertir les différences finies 
de puissances positives en intégrales définies. 


y. 0 Les fonctions réciproques peuvent servir à transformer les inté¬ 
grales aux différences finies, et les sommes des séries, lorsque la loi 
de leurs termes es( connue, en intégrales définies. En effet, à l’aide 
des fonctions réciproques, on peut remplacer une fonction quelconque, 
/(x) de la variable x par la fonction cos(p.a?) ou sin(p.x) placée sous 
un signe d’intégration définie relatif à la variable p. ; et comme, on peut 
obtenir facilement l’intégrale de cos(p.a?) ou sin(p.,r) par rapport à x 
en différences finies, et que les deux espèces d’intégration sont indé¬ 
pendantes, il est clair qu’il sera facile de transformer une intégrale 
aux différences en intégrale définie. Il est bon de remarque]-, qu’au 
lieu de chercher la valeur do f{x) en intégrale définie, on peut 
calculer d’abord celle de 

A-étant une constante arbitraire, et multiplier l’intégrale trouvée par 
e kx . Cette observation suffit pour lever plusieurs objections que l’on 
pourrait faire contre la méthode, dans le cas où la fonction f(x) devien¬ 
drait infinie pour des valeurs réelles de x. 

De même, si l’on désigne par 

le terme général d’une série, f{n) étant une fonction quelconque de 
l’indice n, on ramènera, par le moyen des fonctions réciproques, la 


sommation de la série en question à celle d'une autre qui aurait pour 
terme général 

z" cou ( y ii ) 

et qui est évidemment sommable. 

Dans le cas particulier où l’on suppose z = l , ou peut appliquer à 
la formule trouvée la théorie des intégrales singulières, et Ton en 
déduit alors la proposition suivante : 

Désignons par a et b deux nombres dont le produit soit égal à la 
circonférence du cercle qui a pour rayon l’unité; soient de plus /et f 
deux fonctions réciproques de première espèce, et formons les deux 
séries 

-I-/DO -1-/1 ■'*) { -- 

■' O ( o ) -i- ç ( h ) -t- o ( \>. h ) -I .... 

J_ 

Le produit de la première série par a 1 sera égal à celui de la seconde 

par b~. La première série sera donc sommable, toutes les fois que la 
seconde le sera, et réciproquement. Cette proposition nouvelle nous 
paraît digne d’être remarquée. Elle conduit, immédiatement à la 
sommation des séries qu’Euler a traitées dans son introduction à 
l’analyse des infiniment petits, et à celle de plusieurs autres qui 
renferment les premières. Le cas particulier, où l’on prend /(a?) = c- ,, \ 
offre une série très régulière et très simple dont le terme général est 

de la forme a' e~ n * n \ et dont la somme reste la même lorsqu’on y 
remplace a par 

3" Les fonctions réciproques peuvent encore servir à l'intégration des 
équations linéaires aux différences partielles à coefficients constants, 
ainsi que je fai fait savoir dans mon Mémoire sur la théorie des ondes. 

Telles sont les principales propriétés des fonctions réciproques. 
Peut-être, à raison des nombreuses applications qu’on en peut faire, 
jugera-t-on qu’elles peuvent mériter quelque intérêt. 


SECONDE NOTE 


SUR 

LES FONCTIONS RÉCIPROQUES 


Bulletin de la Société Philomatique , p. 18S-181; 181S. 


Nous avons déjà inséré dans le Bulletin de 1817 un article sur les 
fonctions réciproques de première et de seconde espèce. Ces fonc¬ 
tions sc trouvent complètement définies par les deux équations 


(>) 

/(•*) = 

f — ) / cp ( U. ) COS ( UÆ‘) du. j ^ ° 

\7T/ J 1 (|JL=00 

h) 

/(•*) = 1 



dans lesquelles æ désigne une quantité positive, et dont chacune 
subsiste lorsqu'on échange entre elles les deux fonctions / cl; cp, ou 
bien /et qui s'y trouvent renfermées. Ainsi en admettant les équa- 


tions précédentes, o]i aura 


(3) 


i. 

/ /O) CUS(|AV) tfv| ” 

('■) 

iL(p.) = ( 

1 \Tt J 

I 

f J'(v) sin([J.y) rfv j * “ ^ 



(5) 


— * jf' A' J ) cos ( p.x) cos(fj.v) dp dv | lJ v __2 j’ 

(6) /(a;) = ^ jJ /(v) sin (p.c) sin (;j.v) 

ou, ce qui revient au môme, 

(7) Jj /(v) CÜ.S [J.(v -h .*) dp dv j Z o’ ^ Z ^ | = o, 

(8) (j f(v) cosul(v — .r) dp. dv j ^ °’ ^ °° j =r ît f(x). 

JJ I v = o, v — 00 ) ‘ 

Ces dernières formules, qui suffisent pour établir les propriétés des 
fonctions réciproques, sont celles dont M. Poisson et moi nous nous 
sommes servis, chacun séparément, pour intégrer les équations 
différentielles du mouvement des ondes. Au moment où j'ai rédigé 
sur cet objet l'article déjà cité, je ne connaissais d’autre Mémoire où 
l'on eût employé les formules en question, que celui de M. Poisson et 
le mien; mais, depuis cette époque, M. Fourier m'ayant donné com¬ 
munication de ses recherches sur la chaleur, présentée à l'Institut 
dans les années 1807 et 1811, et restées jusqu'à présent inédites, j'y 
ai reconnu les mêmes formules. Quoi qu'il en soit, comme on en a 
déjà fait, et qu'on peut en faire encore de nombreuses applications, je 
crois que les géomètres en verront avec quelque intérêt une démons¬ 
tration simple et rigoureuse. 

Pour établir les équations (7) et (8), nous chercherons les limites 


vers lesquelles convergent, 

tandis que 

a diminue, les intégrales 

doubles 

(9) 

Il e~ a V- v ) cos p ( v -! 

1 - xj) dp dv , 

( p = 0, p == 00 \ 

1 V = 0, V = 00 j 

( I0 ) 

JJ 

fj e -a i l J ( y ) cos p ( v - 

- x ) dp dv ; 


en partant de ce principe, que si N désigne une fonction de v toujours 
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lositive depuis v = v 0 jusqu'à v = v t , et v' une valeur quelconque de v 
ntermédiaire entre v 0 et v lf on pourra choisir cette valeur intermé- 
iaire v' de manière à vérifier l’équation 


v)dv\ V '~ V(] \ — f(v') f N ch 

I V — V \ • , / 


( v = v 0 ) _ 
( V — y, j 


!ela posé, on trouvera 


e~ x V- /(v) eus [JL (v -+- ic) djj-dv 
oc ch ( V = <_ 


./‘(v); 


y- + (y H- .r ) ’■ / y =r oo 


~' J V) J * 


ch 


H- (v -f- ac)~ I y = oo ) 


arc tang--;/(v'). 


' désignant une quantité positive; et l’on en concluera eu 
usant « = o 

// /( v ) c °sp(y H- .*•) d[J. dv j ^ ^ ~ ^ J = <> X /( (■' ) = o, 


u moins toutes les fois que: /(v) demeurera constamment finie pour 
es valeurs positives de v. 

On aura, au contraire. 


t en faisant a 


p a ! J /( y ) cos [J- ( y — ./' ) dy. ch 
a dv 


=//(•’)? 

= /(*') 


y rr o 


H- (y — X)- I V = oo \ 

a dv ( y = o [ 
./ a- H- (v —- .r;)- | y \ 


^ + arclang^ )/(v'), 


if 


f(v) cos u.( v — j; ) du dv = r /Yy' ). 
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Cette dernière équation prouve déjà que Fintégrale (8) n’est pas r 
en général, mais égale à l’une des valeurs du produit 

7T/(v'). 

Il reste à déterminer exactement cette valeur. Pour y parvenir, 
serve que, si l’on fait 

v — .r -H x u, 


u désignant une nouvelle variable, on aura 


/7m 


a dv 


y.' 1 -+- ( v — .r )- I y —• s. 


v — ü du i u 

= / ./(■'• 1- a") 


j "=-11 


i f- u- 


r /•/ d u 

I J^- +x “>TT77‘ 


y. 

x 

~"~T 

y- 

.r 


l- I f(.r -+ y. il) 


du 


i -f- u- 


\' = sl 

i"- 51 


r ... . du ) u 

- j y { a 


i -f - u- 


-au’) j ~ 


\ 

du ) 


4 - u- 


I n - 


■/(.r h- y.u" ) 


f ‘ du 


r +- u- 


//. rz; H- 


.V 

r 

y.- 

X 

£ 

x‘‘ 


-f- f(:r H- r J. u"') 


r du 

J i + 7 


x 
l 

or î 5 


//. ~ 


u’, u", ii" désignant trois valeurs de u respectivement comprises ent 
les limites des trois intégrales correspondantes. On en conclura, < 
effectuant les intégrations 


jf e- a Vj(v) cos/j.(v - œ) (h j ^ ^ __ ^ 


arc tang ' — arc tang ^ (.r -|- ci u') 


2 arc tang-^/(.r -|- a u") 
or 
7 T 

H- ( -arc Lang— \f{-v -h au'"), 

a.' 


et par suite en faisant a = o, puis observant que au" est compi 

1 1 

entre — a~ x et a'x, 

jj /( v ) C0S F-( y — •*) <¥dv | ^ ^ Z Z> | ~ 71 )’ 

du moins toutes les fois que /'(v) restera constamment finie pour d 
valeurs positives de v. 


NOTE 

SUR L’INTÉGRATION D’UNE CLASSE PARTICULIÈRE 
D’ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES 
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On sait que l’on regarde l’équation différentielle 

(>) dy— /(•*, J') clæ = o 

comme intégrée, lorsqu’on a trouvé un facteur propre à convertir le 
premier membre de cette équation en une différentielle exacte. De 
plus il est facile de voir que 

V ri Y — Q dx el P dx H- Q dy 


seront des différentielles complètes, si P et Q désignent deux fonc¬ 
tions réelles d’æ et dy liées entre elles par une équation de la forme 

(2). y v/— 0 = p — Q v/— !• 


On aura en effet dans cette hypothèse 


dV_ 

dy 


tlQ 


\T- 


\j— 1 cp'(.D -1- y \/— i ) 


d V r 

7rJ- 


dQ 

dx 


et par suite 


d\_> _ dÿ dP_ d(— Q) 

dy dx ’ dx dy 



zoi* autv LiiuMinAinn'i u unt r, r.\i\ 


wi’ u i Vj n i\ 


Il est aisé d'en conclure que si l'on pouvait satisfaire à la condition 


ou Lien à la suivant 



par des valeurs de P et de Q propres a vérifier en même temps une 
équalion semblable à la formule (/y); P, ou Q, sérail un facteur propre 
à rendre intégrable l’équation différentielle donnée. Il importe donc 
de savoir dans quel cas on pourra satisfaire aux conditions dont il 
s’agit, et comment on déterminera dans celle hypothèse la valeur 
de P, ou celle de Q. 

Observons d'abord que si dans l’équation (■>.) on fait y —o, on en 
conclura 

P = cp(.r), n~n. 

Par suite on ne pourra satisfaire à la première, des conditions ( .V) (pie 
dans le cas où l’on aurait 

M) /(.r, o) = o, 

et à la seconde que dans le cas où l'on aurait 
( r>) /(.«, o) — oc. 


Cela posé, concevons que l'on trouve effectivement /(#, o) —o. 
On aura, pour déterminer, s’il est. possible, les valeurs de P et de Q, 
les deux équations 

f(j) = p 5 eu (.r ± Y y—- [ ) = P H= qy-• I. 


On en tin; 


I> -- y(.c+,)V- t) + cp (x—y\f— i) 

c \ 

() _ <?(^ —y 0 — cp(^ + j y — t ) 


P/Y-c, 7)= Q, 



et par suite 

( 7 ) 


ï)’ÉQ UATIONS DIFFÉRENTIELLES. 


235 


/(«j y ) 


— y si— i)H-<p(a?-hjy/— Q 


Soit maintenant 


t pC^ —W— O — cpO-t-jy/— i ) 

a v y - 1 


d ^=M*,r). 


Si Ton dilférentie par rapport à y les (leux membres de l’équation 
( r j), et que Ton fasse ensuite y = o, on trouvera 

(*0 /i( Æ , 0)(?(,i')--Ci'(.rj. 

En intégrant cette dernière équation par rapport à x on en conclut 

( 9 ) o {./•) — c e J , 


c désignant une constante arbitraire. Si les valeurs de P et de Q, qui 
correspondent à la valeur précédente de 's(x'), vérifient l’équation 

p 

./(■ r , y) — 0 ’ 


P sera un facteur propre à rendre intégrable l’équation différentielle 1 
donnée. 

S’il arrivait que la fonction f(æ, o) fût infinie au lieu d’être nulle, 
on aurait à résoudre au lieu des équations (6) les deux suivantes : 

f.o) p —— fCr~ y ?(^±,r\ /r i^P:pQv /=r É 

et il suffirait, en conséquence de remplacer dans les calculs que nous 
venons de faire la fonction f(x, y) par — -r— -- 

Pour montrer une application des formules précédentes, supposons 
que l’équation différentielle donnée soit 


A 


et par suite la formule (9) donnera 

— f ( a+bx)dx —n.t-t- - h.>:~ 

cp (x) — ce J =ce 2 

La valeur de <?(x) étant ainsi déterminée, 011 trouve 


—ax t--tya.' 3 —y 3 ) / , 

y —ce - cos (y (a -h bx) ), 


(.) — ce - ’’ ’ sin (y ( a - 4 - b x ; 


et comme ces valeurs de P et de Q vérifient l'équation 

Ç 

P 


17 = lang(j(a+ bx)J t ] 


il en résulte qu’on peut rendre l'équation donnée intégrable par le 
moyen du facteur 


P = c e 


—ll.T-t- -li (.'f 2 —J ’) 


\(y (a -y bx)y 


Remarque sur Varticle précédent ( 1 ). 

En représentant par a, b, c, k, des quantités constantes, et faisant, 
pour abréger, 

u H- bx -h cy -P kxy = p, 

l’équation que M. Cauchy a prise pour exemple est un cas particulier 
de celle-ci 

dy 

dans laquelle il est facile d’effectuer la séparation des variables. En 
effet elle est la môme chose que 

co ap dy = sin p dx\ 


P) Note de M. Poisson. 



mettant pour eos p et sinjo, leurs valeurs en exponentielles imaginaires, 
on en déduit 

( dæ -f- cl y \/ — i ) ' — {^cla: — dy \j — i)d"' ; 

u et v étant deux nouvelles variables, si Ton fait 

d-y\/—ï = .<■ — y v ;/ — i = 

on trouvera 

j/ = a-h (b — c\/—i) u -h {b -i- c\ — i ) t- H - ( V- — u'-) k \J— i ; 

au moyen de cette valeur de p , il sera aisé de mettre l’équation précé¬ 
dente sous la forme 

du bv— 1)«— dv ï 


et maintenant les variables sont séparées. 


NOTE 

SUR L’INTÉGRATION DES ÉQUATIONS 
AUI 

DIFFÉRENCES PARTIELLES DU PREMIER ORDRE 
A UN NOMBRE QUELCONQUE DE VARIABLES. 


Bulletin de la Société Philomatique , p. 10-21; 1.819. 


Jusqu'à présent il rTest aucun traité de calcul différentiel et intégral, 
1 l’un ait donné les moyens d’intégrer complètement les équations 
ix différences partielles du premier ordre, quel que soit le nombre, 
îs variables indépendantes. M’étant occupé il y a plusieurs mois de 
it objet, je fus assez heureux pour obtenir une méthode générale 
•opre à remplir le but désiré. Mais, après avoir terminé mon travail, 
d appris que M. Pfaiï‘, géomètre allemand, était parvenu de son côté 

ix intégrale,s des équations ci-dessus mentionnées. Comme il s’agit 
i d’une des questions les plus importantes du calcul intégral, et que 

méthode de M. PlalT est différente de la mienne, je pense que les 
‘omètres ne verront pas sans intérêt une analyse abrégée de l’une et 
^ l’autre. Je vais d’abord exposer la méthode dont je me suis servi, 
1 profilant, pour simplifier l’exposition, de quelques remarques faites 
ir M. Coriolis, ingénieur des ponts et chaussées, et de quelques 
très qui me sont depuis pou venues à l’esprit. 

Supposons, en premier lieu, qu’il s’agisse d’intégrer une équation 

x différences partielles du premier ordre à doux variables indépen- 


dan Les. On a déjà pour uni! intégration de cette espèce plusieurs 
méthodes différentes, dont Tune (celle de M. Ampère) est fondée sur 
le changement d’une seule variable indépendante. La méthode que je 
propose, appuyée sur le meme principe dans l’hypothèse admise, se 
réduit alors à ce qui suit. 

Soit 

( 1 ) r (.t\ )\ II, [>. f/) --LZ U 


l’équation donnée, dans laquelle x et y désignent, les deux variables 
indépendantes, u la fonction inconnue de ces deux variables, et p , q 
les dérivées partielles de // relatives aux variables x et v. Pour que l’on 
puisse déterminer complètement la fonction cherchée u, il ni* sufïira 
pas de savoir qu’elle doit vérifier l’équation (i); il sera de plus néces¬ 
saire qu’elle soit assujettie à une autre condition, par exemple, à obte¬ 
nir une certaine valeur particulière fonction de y, pour une valeur 
donnée de la variable x. Supposons en conséquence que la fonction u 
doive recevoir, pour x — x 0 , la valeur particulière s (y) : la fonction q, 
ou la dérivée partielle de u relativement à y, recevra dans cette hypo¬ 
thèse la valeur particulière ©'(y). Dans la meme hypothèse, la valeur 
générale de il sera, comme l’on sait, complètement déterminée. Il 
s’agit maintenant de calculer cette valeur; on y parviendra de la 
manière suivante. 

Remplaçons y par une fonction de x, et d’une nouvelle variable 
indépendante y 0 . Les quantités u,p, q, qui étaient fonction de x et y, 
deviendront elles-mêmes fonction de x et de y () ; et l’on aura, en 
différentianl dans cette supposition, 


LO 


(•D 


du dr 

d^ — P H “ <l ~tx ’ 

du _ dy 
dy a ~~ q dy„ ' 


Si l’on retranche l’une de l’autre les deux équations précédentes, 
après avoir différentié la première par rapport ày 0 , et la seconde par 



apport à x, on on conclura 


dp dq dy 

dy 0 cLv ~dy„ 


dy dq 

dx dj’„ 


îi, de plus, on désigne par 

X dx -I- Y dy -h U du. h- P dj> H- O dq 


a différentielle totale du premier membre de l’équation (i), on trou¬ 
era, en différenciant cette équation par rapport à y 0 , 


5 ) 


dy 

dr e 


rT du 

U -h 1' 

ar* 


dp 


+ 0 


±L 

dy» 


~ 0, 


i t par suite, en ayant égard aux équations ( 3 ) et (4), 


6 ) 


Y H- q U H- l 


dx J dy» 


(.) 


dy 

dx 


±!_ 

dy i, 


)bservons maintenant que, la valeur de y en fonction de x et de ju 
■tant tout à fait arbitraire, on peut en disposer de manière qu’elle 
érifie l’équation différentielle 


:t qu’elle se réduise àj 0 , dans la supposition particulière x = x 0 . La 
aleur de y en x et y a étant clioisie comme on vient de le dire les 
aleurs particulières de u et de g correspondant à x = x 0 , savoir, 
>(y) et <p'(y) deviendront respectivement 9(/ 0 ) et cp'(y 0 ). Représen- 
ons ces mêmes valeurs par u 0 , q 0 . On aura 

g j f«o=©0'o), 

l <7o = «P'(jo)- 


)uant à la formule ((>), elle se trouvera réduite par l’équation (7) à 




dy _ 

dy 0 ~ 


d comme, y renfermant y Q par hypothèse, ne peut être constam- 

cty n 

nent nul, la môme formule deviendra 


Gela posé, l'intégration de l’équation (i) se trouvera ramenée à la 
question suivante : Trouve?' pour y , u, q, p quatre fonctions de x et de 
y a , qui soient propres à vérifier les équations (1), (2), (3), (7), (9), et 
dont trois, savoir y, u, q, se réduisent respectivement à y 0 , u 0 , q a , dans 
la supposition x = x () . 

Nous ne parlons pas de l’équation ( 4 ), parce qu’elle est une suite 
nécessaire des équations (2)01(0). Quant à la valeur particulière de p 
correspondant à x = x 0 , elle n’entrera pas dans les valeurs générales 
de y, u, p, q déterminées par les conditions précédentes. Si on la 
désigne par p 0 , elle sc déduira de la formule 

( l( >) Jo, Ko, J> 0, </„) = O. 


11 est essentiel de remarquer que les valeurs générales de y, u, p, q, 
en fonction de x et dey 0 resteront complètement déterminées, si, 
parmi les conditions auxquelles elles doivent satisfaire, on s’abstient 
de compter la vérification de l’équation ( 3 ). Cette dernière condition 
doit donc être une conséquence immédiate de toutes les autres. Pour 
le démontrer, supposons un instant que, les autres étant vérifiées, les 
deux membres de l’équation ( 3 ) soient inégaux. La différence entre 
ces deux membres ne pourra être qu’une fonction de x et de 9V Soit 
a cette fonction, et a„ ce qu’elle devient pour x = x 0 . On aura 


( 1 » ) 


_ du dy 

J ' ~ dy a dy n ’ 

df?o dïn , , , ./ -, 

a "~ S 7 ,; ~ f c ' ~ 9 


O11 trouvera, pur suite, au lieu des équations ( 3 ) et ( 4 ), 


(•■O 


du. _ dy 

dy 0 ~ dy l} 


H- a, 


d]> _ d.q dy 

dy a ~ dx dy {) 


dy d(j 
d.v dy „ 


H" 


dy. 
d.v ’ 


puis, au lieu de l’équation (6), la suivante : 


INTEGRATION ]>ES EQUATIONS 


< 2^2 


Cette dernière sera réduite par les équations (7) et (9), qu’on 
suppose vérifiées, à 

, TT „ da 

(* 4 ) Ua + P — °- 


En l’intégrant et considérant p comme une fonction de x et de y 0 , 
on trouvera 


OS) 


X 


a 0 



et par suite, en ayant égard à la seconde des équations (11), on aura 
généralement 

(16) a — o . 


Les deux membres de l’équation ( 3 ) ne sauraient donc être inégaux 
dans l’hypothèse admise. On doit en conclure que les quantités/, 11, 
p, q satisfont à toutes les conditions requises, si ces quantités, consi¬ 
dérées comme fonctions de x, vérifient les équations (1), (2), (7), (g), 
et si, de plus, 7, u, q se réduisent respectivement à/ 0 > w„ = 9(70)5 et 
<7 0 = <p(/ 0 ), pour x = x 0 . Il est inutile d’ajouter que p doit obtenir 
dans la même supposition la valeur particulière p 0 ; en effet cette valeur 
particulière ne sera pas comprise dans les intégrales des équations (1), 

(2), (7), (9), attendu qu’aucune de ces équations ne renferme 

Si dans l’équation (2), on substitue la valeur de tirée de l’équa- 
(7), on trouvera 


(* 7 ) 


du 

dx 


■P 


Qq _ + Q? 

p “ p 


De plus, si l’on différence l’équation (1) par rapport à x, on obtiendra 
la suivante : 


(18) 


dy 


du 


X + Y-T-+U-7-+P 


dx 


dx 


^P_ 

dx 




0, 


que les valeurs c l e tirées des formules (7), (17) et (9), 

réduisent à 



Cela posé, on pourra substituer l’équation (17) à l'équation (2), et 
l’équation (19) à l’une des équations (1), (17), (7), (9). Si d’ailleurs 
on observe que, dans le cas où l’on considère y, u, p, q comme fonc¬ 
tions de x seulement, on peut comprendre les équations (7), (9), (17) 
et (19) dans la formule algébrique 

/ N dx _ dy __ du _ dp _ dq 

T~ ~ ~q ~ Vp-hQq ~~ x + pu = “ Y + <711 ’ 

on conclura définitivement que, pour déterminer les valeurs cherchées 
des quantités y, u, p, <7, il suffît de les assujettir à quatre des cinq équa¬ 
tions comprises dans les deux formules 

( /(■'•> y, ", n, q) = m 

(21) < dx _ dv du dp dq 

( P Q P/;-M,P/ Y -U- <7Li ’ 

et à recevoirj pour x = x l} , les valeurs particulières y 0 , u n , p 0 , q 0 ; dont 
les trois dernières sont déterminées en fonction de la première par les 
équations (8) et (10). 

Supposons, pour fixer les idées, qu’à l’aide de l’équation 

./V, y, ", />, q) = <> 


on élimine /j des trois équations comprises dans la formule 

dx _ dy _ du _ dq 

““ P Q + Y —l— <7 U 

En intégrant ces trois dernières, on obtiendra trois équations finies 
qui renfermeront, avec les quantités 

■*, y, ", ( h 

les valeurs particulières représentées par 

^0, y a, cpO'o), 

Si après l’intégration on élimine q , les deux équations restantes ren¬ 
fermeront seulement, avec les quantités variables x,y, u et la quantité 



constante la nouvelle variable v„, dont l'élimination ne pourra 
s’effectuer que lorsqu’on aura assigné une forme particulière à la fonc¬ 
tion arbitraire désignée par ©. Quoi qu’il en soit, le système des deux 
équations dont il s’agit pourra toujours être considéré comme équiva¬ 
lent à l’intégrale générale de l’équation (i). 

« 

Comme, dans tout ce qui précède, on peut substituer la variable .r 
à la variable ^', et réciproquement, il en résulle que les intégrales dos 
équations (21) fourniront encore la solution de la question proposée, 
si l’on considère dans ces intégrales y 0 comme constante, cc 0 comme 
une nouvelle variable que l’on doit éliminer, et //„,/*„* </o comme des 
fonctions de cette nouvelle variable déterminées par des équations de 
la forme 

f, 3 ) | ".= 9 (■'■»), 

(3-1) /Oo, Jo, " 0 , /'<>, Ça) = °- 

Appliquons les principes que nous venons d’établir à l’intégration de 
l’équation aux différences partielles 

C’..')) ]>q — .ryrro. 

On aura dans cette hypothèse 

P = 0 —U~n, \—- y, V = —./•; 

et par suite la seconde des formules (21) deviendra 

dx _ dy _ du _ dp dq 

q ~ p ~ «~pq ~ ~ ~x' 

ou, si l’on réduit toutes les fractions au meme dénominateur = 
pour les supprimer ensuite, 

( a 6 ) p dx — ([ dy — du. — x dp — y dtp 


On tire successivement de la formule précédente 


dp dx dq dy 

p ot' q ~ y 


du — 9 .x dx — -- 9 y dy ; 

x y J 


( 27 ) 


A Li X J) IF F L RENDES PARTI Kl, LIAS DU PRKiMIKR ORDRE. 2W 
puis, on intégrant, étayant égard à l'équation de condition p 0 q 0 = x 0 y ü , 


(■.«y i 

p_ _ 5 :, 

P» ,r <> 

//_ __ 
'/<» 

y 

P'.» 


(«y) 

( 11 ~ "n=— ( 

J -r 0 

\ 

.r* ) = 

-"(y- 

. 1*0 

-J'o) 


= y (.*•*- 

l Vo 

•uï ) = 

/ .1 
- (.7 ■ 

P a 

-yt) 


Si l’on multiplie Tune par l’autre les deux valeurs de u — //„ que fournit 
l'équation (29), on aura 

(3o) (u — u 0 y-= (.£" — .■/•; l) (.)•- —r;i). 

En joignant celte dernière à l'équation (29) mise sous la forme 

(•’") rjo(u — //„) _=r„(•■?•- — .es), 

et remplaçant u () par <p(y 0 ), q ü par ç/(r { ,), on trouvera, pour les deux 
formules dont le système doit représenter l’intégrale générale de 
l’équation (« 5 ), 

,, . ( I " --- €pO'o)]- = (^ ,a — ■-'•s) (.r- — ) T 

( | fi • - cp O'o) 1 cp'(,v„) = (. 1 :- — .r* ) r,,. 

Dans ces deux dernières formules a? 0 désigne une constante choisie à 
volonté, et y 0 une nouvelle variable qu’on 11e peut éliminer qu’après 
avoir fixé la valeur de la fonction arbitraire 9. Il est bon de remarquer 
que la seconde des équations ( 32 ) n’est antre chose que la dérivée de 
la première relative à la variable y 0 . 

Si l’on réunit l’équation ( 3 o) à l’équation (29) mise sous la forme 

(33) p ü {u — t/ 0 ) =./ , oO ,s — jd), 

que l’on considère y Q comme constante, cc 0 comme variable, puis, que 
l’on remplace u 0 par ©(a;) cip 0 par ©'(.r,,), on obtiendra deux nouvelles 
équations, savoir : 


1 N T E (t R A r F I 0 X DE S E Q U A TIO N S 


mi 

de l’équation (25). La seconde des équations (34) est la dérivée de la 
première relativement à x 0 . 

On prouverait absolument de la même manière que l'intégrale géné¬ 
rale de l'équation aux différences partielles 

( 35 ) /)(/ — // = o 

est représentée par le système de deux formules très simples, savoir : 
de l’équation 

(36) («- — £/■) = (•'■ — .r 0 ) (j — Jo), 

et de sa dérivée prise relativement à l’une des quantités x a , y t] consi¬ 
dérée comme variable, «„ étant censée fonction arbitraire de cette 
même variable. 

La méthode que l’on vient d’exposer n’est pas seulement applicable 
à l’intégration des équations aux différences partielles à deux variables 
indépendantes; elle subsiste, quel que soit le nombre des variables 
indépendantes, ainsi qu’on peut aisément s’en assurer. 

Prenons pour exemple le cas où il s’agit d’une équation aux diffé¬ 
rences partielles à trois variables indépendantes. Soit 

( 37 ) J{ x i yi z i u -i Pi c Ji r) — o 

cette équation, dans laquelle //désigne toujours une fonction inconnue 
des variables indépendantes x, y, z, et yy, y, ;■ les dérivées partielles 
de u relatives à ces mêmes variables. Pour déterminer complètement la 
fonction u , il ne suffira pas de savoir qu’elle doit vérifier l’équation 
( 37 ). Il sera, de plus, nécessaire que cette fonction soif assujettie à 
une autre condition, par exemple, à obtenir une certaine valeur parti¬ 
culière pour une valeur donnée de x. Supposons en conséquence que 
la fonction u doive recevoir, pour x = x 0 , la valeur particulière <p(y, z). 
Les fonctions q et r, ou les dérivées partielles de u relatives à y et à z 
obtiendront respectivement dans la même hypothèse les valeurs 

w - - ^ — ? que je désignerai, pour abréger, par <p'(y, -) 

fU en . ( v 


Il s’agit maintenant de calculer la valeur générale de y. On y parvien¬ 
dra de la manière suivante. 

Remplaçons y et z par des fonctions de x et de deux nouvelles 
variables indépendantes y 0 , z (l . Les quantités u, p, q, r, qui étaient 
fonction de x, y, z, deviendront elles-mêmes fonction de x, y 0 , ; 

et l’on aura, dans cette supposition, 


( 38 ) 

du 

dy dz 

~d~r. 

‘ dx dx 


1 du 

dy dz 

( 3 9 ) 


— q —j— + /• —— i 

(()'„ dy n 

j du 

dy dz 


\ dz ü 

— ( l ~tr “P f ~rr ' 
dz {) dz u 


On tire des trois équations précédentes 


(4o) 


clp _ dq dy dy dq dr dz 

dy ü dx dy ü dx dy ü dx dy Q 

dy _ dq dy dy dq dr dz 

dz {) dx dz 0 dx dz 0 dx dz a 


dz dr 
dx dy§ 
dz dr 
dx dz 0 


Si, de plus, on désigne par 

X dx -)- Y dy -y Z dz H- U du -+- P dp -)- Q dq -)- R dr 


la différentielle totale du premier membre de l’équation (3^), on 
trouvera, en différentiant successivement cette équation par rapport 
à y„ et par rapport à s,,, 


dq\dy 


Y H- «V H- ) 7 t + Z + /'U +P^ , . 

ux j aj u ^ au j lij 0 


dr\ dz 


(40 




Yh-^U + P^J J+^Z + /'U+P 


dr\dz^ 

dx J I dz a 


(.100 J (t Z o V (tOL> J Ci .G q 


Observons maintenant que, les valeurs dej et de z en fonction de x, 
j 0 » 3 0 étant tout à fait arbitraires, on peut en disposer de manière 
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■m 

qu’elles vérifient les équations différentielles 


et que de plus elles se réduisent, pour x = x ü , la première à la 
seconde à z 0 . Les valeurs de y et de a étant choisies comme on vient 
de le dire, les équations ( 4 i) donneront 



et, si l’on lait en outre 

(44) 11 a '— 90’o) -n)) (.)’<>’ •'(1)1 C ( )©1 (j'o, ^0)} 

on reconnaîtra facilement que la question proposée se réduit à intégrer 
les équations (38), ( 42 ) et (43), après y avoir substitué la valeur de p 
tirée de l’équation ( 37 ), et en y considérant r, z, 11 , < 7 , r, comme des 
fonctions de a?, qui doivent respectivement se réduire ày„, s„, </„, r () , 

poura; = a? u . Si entre les intégrales des cinq équations (38), (4a) et (43) 
on élimine q et r, il restera seulement trois équations finies entre les 
quantités a?, 7 , z, u, la quantité constante j;„, les nouvelles variables y„, 
z 0 , et trois fonctions de ces nouvelles variables, savoir : 

z/,, = cp ( )■(,, s u ), (_Vi>, 1 \\ — Cpj (j)'», ^o). 

Le système de ces trois équations finies, entre lesquelles on ne pourra 
éliminer y 0 et £ 0 qu’après avoir fixé la valeur de la fonction arbitraire 
cp (y, z), doit être considéré comme équivalent à l’intégrale générale 
de l’équation ( 37 ). 

Les valeurs de y, z, u, q, r, déterminées par la méthode précédente, 
satisfont d’elles-mèmes aux équations (3q). En effet, si l’on suppose 


du 

dy 

dz 

dr» 

1 

1 , c 

! 

1 dv {] 

du. 

dy 

dz 


AUX DIFFÉRENCES PARTIELLES DU PREMIER ORDRE. 2W) 

puis, que Con différence successivement Eéquation (3-) par rapport 
à y 0 et par rapport à s 0 , eu ayant égard aux équations (38), (4«) el 
(43), on trouvera 

. l!* + =«», 

(l.V 

Ug + P^=o; 
d.c 


et, par suite, 


O ^ O É 


-/SK'Ù 

a a e J L ' • •', 


y étant considéré comme une fonction de .r, ;r 0 , - 0 et a„, o„ désignant 
les valeurs de a et de 6 correspondant à a—av De plus, comme ces 
valeurs seront évidemment données par les équations 


du 0 

„ d ï o 

dy n 


du a 


dz 0 " 

” /« “77" 

(7S (1 


— r ÿ I (,')'»? 


^n) — 9 0" u > •■'"l — 

— f -?i („Vo> ”•«) — ‘n 


on en conclura généralement 


7. — O, 


Si l’on différentie par rapport à a; Eéquation (3^), et que dans 

dy dz du d(j dr 

l’équation dérivée ainsi obtenue on substitue, pour - { -i -j-i c/t y 

leurs valeurs tirées des formules (38), (4 2 )> e I(4'0» on trouveia que 
cette équation dérivée se réduit à 


(45) 


\ H- p U + 


P 


( JlL — 

d.v 


o. 


Si de plus on désigne parp () la valeur particulière dey; correspondant 
à a} = x nt cette valeur particulière satisfera évidemment à Eéquation 

(46) f{ x 'a, Joi -u 5 Ua,Po, do, r o) °- 

Enfin, si Eon observe que, dans le cas où 1 on considère y, z-, u,p, q , r 
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(43) et (45) dans la formule algébrique 

. / , dx _ dy dz du. 

( 47) "F ~ TJ ~ R ~ Vp + Q(j + R/• 

dp _ dq _ dr 

~~ X+/?U ““ Ÿ^MTÜ — “ Z H- r U ’ 

011 conclura en définitif, que, pour déterminer complètement les 
quantités y, z, u, p, q, r, il suffît de les assujettir à six des équations 
comprises dans les deux formules ( 37 ), (4;), et à recevoir, pour 
cc = cc ü , les valeurs particulières j 0 , u 0 , q 0 , r 0 , dont les quatre 

dernières se trouvent exprimées en fonction des deux premières par 
les équations ( 44 ) et (46). 

Appliquons ces principes à l'intégration des équations aux diffé¬ 
rences partielles 

(48) pqr — xyz — o. 

Dans cette hypothèse, la formule (47) deviendra 

dx dy dz du dp dq dr 

qr ~ pr ~ pq ~ 3 pqr ~ yz ~ xz ~ xy ’ 


ou, si Ton réduit toutes les fractions au même dénominateur pqr = xyz , 
pour le supprimer ensuite, 

( 4 9 ) p dx = q dy — r dz = ^ du ~ x dp — y dq — z dr. 


On tire de celte dernière 


(5u) 


dp _ dx 

p ~~ x ■ 


( Ia = ( ly 

<1 y 


du 


dr _ dz 

r c; 
r 


3 — ; r. dx — 3 -y dy — ?d-z dz. 
x y s 


puis, en intégrant, 
(5i) 


P_ _ fL 
Po *'0 

3 Po 


9» Jn 


(52) u-u 0 = ï ^(x'--xl)=z ~ l y (= 2 --o)- 

^ ^0 ** . J () * *>() 



que fournit la formule (5a), ou seulement deux de ces valeurs, en 
ayant égard à l’équation de condition 

( 55 ) p a f/ur u =.r a v u z ü , 

on trouvera 

(SD (" — H,,)"— 'if (•'•-— .^) =;i), 

I (if — n„y-= y (J-* — y*) ( — r*), 

l ; i Pl, 

(55) ' (u — ti u y-= V - )u (.>■- — ./*;i) ( s*" =;î), 

( a (/« 

(" —"..) 2 = 9 (./■* — ./-s) (y 1 — rü). 

4 / u 

Enfin, si dans l’équation (54) et dans les deux dernières équations (55) 
on remplace 

««par cp(jo, 5 U ), <7„ par cp'O'o, -o), r 0 par cp,(j 0 , -o), 

on obtiendra trois formules dont le système représentera l’intégrale 
générale de l’équation (48)» savoir : 


(50) 

l> — «pO'ib s»)l :, = “g- (æ , s - 

-•<i) O' 2 - 

■ ys) ( s u ), 


1 ["• — ?0'o, -o)f- cp'O'o, S„) 


• ?, o) (= 2 — -üb'i 

(37) 

) 

)|" — ?0'"» =u) fcpiO'u, =u) 

*1 

= ?(^ S “ 

) U ’ ) o ) "i 


Dans ces trois formules x ü désigne une quantité constante, et r () - 0 
deux nouvelles quantités variables que l’on doit éliminer après avoir 
fixé la valeur de la fonction arbitraire <p(y, z). On peut remarquer 
que les équations (S 1 ;) sont les dérivées de l’équation (5(5), prises 
successivement par rapport ày 0 et par rapport à z {) . 

En général, si l’on considère u n comme fonction de x a , y 0 , ^ 0 , et 
que l’on lasse 


( 58 ) 


du Q 

du o 

(lu 0 

-J— —P n, 

- (J II, 

O 

li 


les trois équations (55) ne seront que les dérivées de l’équation (54) 


prises relativement à as 0 , y'„, s 0 ; et, si dans l’équation (54) réunie à 
deux des équations (55), on regarde Tune des trois quantilés x ü , j„, 
z i} comme constante et les deux autres comme variables, on obtiendra 
un système de trois équations finies propre à représenter l'intégrale 
générait' de l’équation aux différences partielles 

pqr — .tyz =r o. 

En appliquant la méthode ci-dessus exposée à l’équation aux dilfé- 
rences partielles 

(09) pqr — U- :0, 

ou trouverait que l’intégrale générale de cette dernière peut èlre 
représentée par le système de trois formules très simples, savoir, de 
l’équation 

(On) ("" — i/l) = — •*•«) (y —y„) (= — =«)> 

dans laquelle // 0 est censée fonction arbitraire de .r„, r u , z 0 , et des 
deux dérivées de la meme équation relatives à deux des trois quantités 
.r„, y 0 , ^«, lorsque l’on considère une de ces trois quantités comme 
constante et les deux autres comme variables. 

L’extension des méthodes précédentes à l’intégration des équations 
aux différences partielles, qui renferment plus de trois variables 
indépendantes, ne présentant aucune difficulté, je passerai dans un 
second article à l’exposition du travail important de M. Pfaff sur les 
objets que je viens de traiter. 


MÉMOIRES SUR L’INTÉGRATION 
DES ÉQUATIONS LINÉAIRES AUX DIFFÉRENCES PARTIELLES, 
A COEFFICIENTS CONSTANTS 
ET AVEC UN DERNIER TERME VARIABLE. 


PREMIER MÉMOIRE. 


Bulletin de la Société Philomatique, p. mi-112; 1821. 


Dans ce Mémoire je me propose 1 deux objets distincts, savoir : 
1 " de présenter l’intégrale générale des équations linéaires aux 
différences partielles et à coefficients constants, avec un dernier terme 
variable, sous la forme la plus directement applicable à la solution 
de certains problèmes; y . 0 de montrer les différentes sortes de réduc¬ 
tions que peut admettre dans des cas particuliers l’intégrale dont il 
s’agit. Je vais d’abord m’occuper ici de la première de ces deux 
questions, en me bornant, pour abréger, au cas où le terme variable 
de l’équation aux différences partielles se réduit à zéro. 

On sait depuis longtemps intégrer par des sommes d’exponentielles 
composées d’un nombre fini ou infini de termes, les équations linéaires 
aux différences partielles et à coefficients constants; et M. Poisson 
a fait voir, dans le Bulletin de la Société Philomatique, de 1817 , que les 
expressions auxquelles on arrive de cette manière, sont précisément 
les intégrales générales de ces équations. Mais on reconnaît bientôt 
que les expressions dont il s’agit présentent l’inconvénient de ne 
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pouvoir se prêter immédiatement à la détermination des fonctions 
arbitraires. Pour faire disparaître cet obstacle, on a employé deux 
moyens différents. Le premier consiste à développer les intégrales 
en séries, ou à les représenter à l’aide d'expressions symboliques 
déduites de l’analogie entre les puissances et les différences, et 
à convertir ensuite ces séries ou ces symboles en intégrales définies. 
(Voyez le Mémoire de M. Poisson, publié en 1819 , et deux Mémoires 
de M. Brisson, l’un inséré dans le Journal de VÉcole Polytechnique, 
l’autre manuscrit.) Le second consiste à introduire dans les sommes 
d’exponentielles dont nous avons parlé ci-dessus les fonctions arbi¬ 
traires qui doivent y rester. On peut, d’ailleurs, obtenir ce dernier 
résultat, soit dans certains cas particuliers, à l’aide de formules 
uniquement applicables à ces mômes cas, soit en général, en supposant 
les exposants imaginaires, et faisant usage des théorèmes que renfer¬ 
ment les Mémoires de M. Fourier, sur la chaleur; de M. Poisson et de 
moi, sur la théorie des ondes. On peut consulter à ce sujet : 1 " les 
Mémoires des deux auteurs que je viens de citer; 2 0 la ii" note de 
mon Mémoire sur les ondes, qui indique précisément la manière de 
résoudre ces sortes de problèmes. Toutefois on abrège la méthode de 
solution que j’expose, et celle qui se trouve dans le Mémoire de 
M. Poisson, en apportant une légère modification à la formule fonda¬ 
mentale. Cette formule, étendue à un nombre n de variables x,y, z, . .., 
peut s’écrire ainsi : 

(O -, •••)=— Jjjj •••/(^, V, 57, . . .) COSCt (.X — (J.) 

X cos 6 (y — v ) cos y (.c — m)... du do dy dp. dv dm .. ., 

les intégrations relatives aux variables auxiliaires oc, 6 , y, ... étant 
effectuées entre les limites o, 00 , et celles qui se rapportent aux 
variables auxiliaires p., v, tu, .... entre les limites —oc, + 00 . Je 
remplace cette même formule par la suivante : 

(») fllf 

X f( u v, 5T, . . . ) da dS dy du. dv dm. . ., 



les intégrations relatives à a, o, y, . . . étant faites entre les limites — co, 
H-oo, et celles qui se rapportent à jjl, v, gj, . . . entre des limites quel¬ 
conques, pourvu que ces limites comprennent les valeurs attribuées 

à x, y, z .Gela posé, concevons qu’il s’agisse de résoudre une 

équation linéaire aux différences partielles et à coefficients constants, 
sans dernier terme variable. Supposons que cette meme équation 
renferme, outre la variable principale <p, «-f -1 variables indépendantes 

y i *■' i • • • ■ t , 

et qu’elle se change dans la suivante : 

(3) F(a, o, y,-Q) = «>, 


lorsqu’on y remplace respectivement 


Cp . . . . 

d'jf 

dx 

dy 

dy 

etc. 

ofcp 
dt 
d- cp 
dx- 
d-q 
dx dy 
etc. 

d' 1 o 
dx dt 
d,-c p 

d -y- ’ 

etc. 

d- cp 
dt 2 
d A cp 
dx !> 
etc. 


par i 

par a> \J — i 
par 6 \J — î 

par Ü 
par (a 

par r)(S y/— i) 

par (a \J — i)0 
par (6 \Z^T) Ï 


par O 2 

par (a \J — if 


Enfin proposons-nous de trouver une valeur de <p qui, satisfaisant 
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à l’équation donnée, se réduise à 

/(.r, y, 3, . . 0, 

pour L = o. Il suffira évidemment de prendre 

( 4 ) o = ^ ~ y jjj . .. <?°' e a <“ é'‘ i v ~' > ' ~ «V i1.. . 

X /( p, y, cr, . . . ) cla <7o r/y dy. dv dm . . . 

pourvu qu’on détermine 0 par la formule 

F (oc, S, y, . 0)r_-<>. 

Autant cette dernière équation donnera de valeurs différentes de 0, 
autant la formule (4) fournira de valeurs particulières de <p, que l’on 
devra considérer comme des intégrales particulières de l’équation 
proposée. Si, parmi les coefficients différentiels de <p relatifs à L, 
l’équation proposée n’en renferme qu’un, savoir les valeurs de 6 
se réduiront à une seule, et le second membre de la formule (4) 
représentera immédiatement l’intégrale générale ou la valeur générale 
de ®. Dans le cas contraire, on obtiendra l’intégrale générale',, en 
faisant la somme des intégrales particulières, et remplaçant dans 
chacune d’elles la fonction /(p., v, en, ...), ou par une fonction 
arbitraire de p., v, rrr, ou par le produit d’une semblable fonction cl 
d’une fonction déterminée de a, 6,*y, .. ou enfin, ce qui est souvent 
plus commode, par une somme de produits de cette espèce. Dans 
cette dernière hypothèse, on peut faire en sorte que les diverses 
fonctions arbitraires soient composées en p., v, tu, . . ., précisément 
comme les valeurs de <p, c ^~i ••• correspondant à z = o, sont 

composées en x, y, z, .... C’est ce que l’on verra tout à l’heure. Mais, 
avant d’aller plus loin, il est bon de remarquer que la formule (4), nu 
une autre formule de même espèce, se déduirait des méthodes que 
nous avons appliquées, M. Poisson et moi, au problème des ondes. 
Je vais rapporter ici la méthode de M. Poisson, en restreignant son 
application, pour plus de facilité, au cas de trois variables indépen¬ 
dantes. Il s’aeit alors de trouver un fonc ion cd le. troi. variables m. v. L. 



qui satisfasse à l’équation linéaire aux différences partielles, et se 
réduise, pour t = o, à 

( 5 I /(*£■, y) — “ jjjj ./■ • ;j. i 

X cos b (v — v) j\ij v ) da. do d\J. dv. 

les intégrations étant effectuées comme dans la formule (q). Or, on 
satisfait à l'équation aux différences partielles, en prenant 

( H ) 'j = 1 A c'f' ■ ‘'S) a ■' Xr ' r ' 

A étant une quantité indépendante des variables x, y, t, et. /'(a, o) 
représentant, la valeur de 0 que détermine, l’équation (3). Pour rendre 
la valeur de 9 , qui correspond à / = <.>, comparable au second, membre 
de la formule (5), on présentera l’équation (0) sous la forme 

(71 o _ 2 A e‘S x ’ r,) c Xr ' «-v r v-ï 

i IB e'f x > ~ Ci r “ c Çj y v "• 

-I- I C fi '-/’ 1 r-o" r S ri - 1 

. r v D t >tJ\ - X, S) r a.'-v^T 

On fera ensuite' 

j A : - -,—- <î2|Ar--i « ,r o —1 yc v ) da du. do dv. 

| B r_- t—- r a : j 'V c ■ ' 1 /’( u, v ) da d[J. do dv. 

1 1 r.- 

( j ! 

1 G = -y-— c a ! J - ' ~ l c' 1 ' 1 ' _l /( y., v ) da du. do dv , 

| D — 7 — c ' ■ ■* c ,j- m - ' yY p., v ) <■/« r/p. r/c r/v ; 


et l’on changera le signe 2 en une 1 intégrale quadruple 1 relative aux 


quantités a, 

fi 

0 , 

p,, v. On 

trouvera 

de cette mai 

O.l) ? = 

t 

.|7r- 

Jf-' 



•! ! —1 y) \ —i 


X 

4 7T 2 

J' - l 

,-S) 


-)V—ï c -6(v—vn- 


X 

4 Tî- 

if- 

ay'?) 

e — 

- .>•)( ^ C' hfj{ ''-Y V 


I 

4 TT 1 

if- 

0 :,— Si 


-.>•1 v ' r_ r f) _ô iv — y\ y 


liM iMihAi iu:\ im', u';tvi lui vinnn o I \ iv\ i ui\S 


Dans cette dernière formule, les intégrations relatives aux variables 
a, £ sont supposées laites, comme clans les formules (i) et ( 5 ) entre les 
limites o, oo. Cela posé, on reconnaîtra immédiatement qu'on peut 
réduire la valeur précédente de <p à celle que fournit l’équation (4) 
dans le cas de trois variables, c’est-à-dire, à 

lio) y 7-—j llll '(?>'> y ' 1 j\ y. v ) do dZ r/fJ- dv. 


les intégrations devant être effectuées par rapport à a et £ entre, les 
limites — 00, -f-ce. 


Il nous reste ù faire voir comment on doit s’y prendre pour que les 
fonctions arbitraires comprises dans l’intégrale générale soient 
précisément celles que fournissent les valeurs de 

d'j ci- o 
c/t dt~ ’ 

correspondant à t — 0. Désignons respectivement par 
( 1 0 ./i> (^'j j'i • • • )■> fi (>^ ! ) y 1 s, • • • ), fi (i^‘, y 1 2,... j, • • •, J m~ 1 y 1 ” ■> • • •) 

ces mêmes valeurs, dont le nombre m sera égal à celui des coefficients 
différentiels de o, relatifs à t, que renferme l’équation donnée, ou, en 
d’autres termes, à l’exposant de la plus haute puissance de 6 dans le 
premier membre de la formule ( 3 ). Soient, en outre, 

Oo, 0 ,, o.>, .. •, 0 ,„ 1 

les diverses valeurs de 0 tirées de cette formule. Conformément à ce 
qui a été dit ci-dessus, on prendra pour valeur générale de <p 

( ia ) 9= A 0 / 0 (p., v, ct, . ..) 

+ B a f(y., V, CT, . i- Ko (y, V, CT, ... )} 

X e^ aL e x y 1 e" V_1 ' v '—1 , , . ^ yy. r [ v _ _ _ 

+ l^ÿi \ A,/o(p., V, CT, ... ) 

ffi./ 1 ( H"> '■U • • • ) -C • • • -t~ K 1 J ta | ( g-, V, CT, • • . ) j 

x e r> ' f e air-—oé—ï ^ v-rU'-i .,. fjrj. dy. do dv ■. . 

-+-. 

’ r ^ 271 ) ft jj I A in—t fù ( {J-, V, CT, . . . ) - | ... -1- K.,,, ,| f m —\ ( y , V, CT, • • • ) } 

X ti 1 e u 'V-~ ■ '’u —1 r , ' J|V . y O ~ 1 . . . do. lu. r 5 c v . . . 



ou, 

ce qui revient au même. 




ds; 

, o== \ If- 

• ;A 0 A 

A, A 1 h- . 

• • r 

A,„ ,«««-.') 


^ fiWJ. .f'V 7 —1 

A' rA 

• ../p{p.. V. 

Tü. . 

. .) da djj. do dv . . . 


rJI - 


'H- Ù. A'-i-. . 


u An ,/ i 

-1 t. i 


x 1 

H-. 

g^(V- V; 

• • •./ 1 ( 1 J -' 

CT, . 

. .) da d\j. dô dv ■ ■ . 


^ (' *n) n JI 

• ! K„ A 

■M- K, A' 


u , A-t e 1 



g6(v -vl\ 

1 • • • ,/«i 11 A 

y, CT, . . .) da. d\J. do dv . 

et, 

pour faire coïncide 

r les valeurs de 





d’j 

fl-u 

d”’ 

1 9 


Vj 

Tt' 


dt' n ’ 

correspondant à t = o. 

avec les quantités 



M, 

£■> J 1 • • • é .A ("* J é 

*5 “M ■ * * 

), A ('*'■> J> 3 

î • • * 

)■ • • • 1 .//H 1 (^‘l 

on 

regardera A 0 , À l5 

. . ., A, 

H-i ’ Do ? Di » 


i Hm-i ? l^-o» K*, • 


comme des fonctions de a, S, v. . . déterminées par les équations 



/ A„ 

r A, -i . . 

, . i- A;,, _1 

— 1 . 

D4) 

J A o 0 u 

-i- A) 01 • 

■ • + A m -i O m _i 

=Z U, 


( A 0 o;r' 

i 

T 

î 

< 

_L 

i 

. a,„ o;;;_ J 

= 0, 


( H d 

! B. H-.. 

..-i- B,„ , 

= 0, 

(i5) 

B o 0„ 

-+B.0, -i-. 

• • H~ 13 //( — i 0 m— i 

= °’ 


( B 0 or’ 

-i- B,0"'“ ! h-. 

• • 4- .B„ ( -, 0 

= 0, 

etc. 

( Ko 

-+- K, H- . 

• • _ t~ K „i _ \ 

= 0, 

(.6) 

K 0 0 n 

A- K, 0, -i-. 

• • K„,_, O,,!.—. 

= o, 


( Ko or 

! + K, G," -1 -i-. 

• • - r- iN-àï- i v m -\ 

!— i- 


Dans le cas particulier où l’équation proposée ne renferme qu’une 

seule dérivée partielle de <p relative à t, savoir : 

d m 9 
dt m ’ 






degré ni, on trouvera 

117; 72 . 0 „. 0,- b 0„. 0 ;;l _, -0 (l . 



.V- 

m 

A,,-r , 

77/ 

A.. ... ? 

m 

■ ■ ■ > Lk 1 " ’ 

77? 

( 18 ) 

I m 0 „ 

//7e f J„ 

. ■ 

p 1 

I K h - 

I 

~ 7«0" £ -' ’ 

k 

l 

'~//ï(</ 0 o ) w 1 ’ 



! K..i 

I 

m(bO n )"'~ ' 5 

■ ■ ■ ■ L, ; , 

I 

1 “ 7?î.(A-0 n ) m - 1 

et par conséquent la formule (9 3 ) deviendra 


119 .» 

«=-■ \ i 

y i l 

Y’ \ C^ oi - i- 

/ i 

...-i- 1 

ni. 1 



r' x ' l J - - 

v—' e '> \ - 1 

v. m. . . . 

) d V. f/ij. do (i'J . . . 


( an)" J 


c * f) 

77? 

1 

\ 


X 

v '— 1 ^p--' \ - 1 

V. BT, . . 

) da. djj. de dv . . . 


1 1 

y*» /?t *“ l /"** 

r 

T 

t 

T 

■=i 

.. -f- 1 j 



I 7/2. 

\ 



i-i v'— 1 g'J|v—r 1 l' / -A _ 

•Jm-lUh V, BT, . 

. .) da d[j. dS dv ..., 


les intégrations relatives aux variables «, 6 J , p., ... étant laites, 
à l’ordinaire, entre les limites — ce, -|-oc, et celles qui se rapportent 
à la variable t, à partir de la limite l = 0, Lorsqu’on suppose m = 1, 
la formule (19) se réduit à l’équation (4); et, lorsqu'on suppose m = 2, 
à la suivante 


1 

(lir e^'-i- 


{y.Tï)" , 

Mi " • » 


X c*^ 

—.rH‘— 1 giMV-OX''-! . . . /' 0 ( fjt, v, CT, . 

. .1 7/a d\j. do dv 

1 

(27:)- 

f«lïï"* + ^ 


X C J - [ ^ 

-•a-! C C ' v ~v.l-i . . ./,(p, V, BT, • 

. .) da. d\j. do dv 






De plus, si, en substituant aux exponentielles imaginaires les sinus 
et cosinus, on développe dans l’équation (4) le produit 

e( dans l’équation (20) le produit 


les intégrations r liée tuées par rapport aux variables a, 6, y, . . . entre 
les limites —oc, H-oc, feront évidemment disparaître les termes qui 
renferment un des sinus 

•- ./*), ,sinc(v - r), siny^Trr— o), ... 

toutes les fois que le premier facteur 


sera une fonction paire do x, o, y.Par conséquent, dans cette 

hypothèse, l’équation ( O S( ‘ trouvera réduite à 


Cai) 


• • • i‘ [)l rns y ( [j. - - ■ .r) nisefv - - y) rosy (nr — z) . . . 


(a tt)" J II 

X Jn ( [J-, v, m, ...)/! y. dy. dz d'j dy dm .... 


et l’équation («o4 à 

o -■ 


A'-i-p f V 


■iiso: ( p. — .r ) ro^c f v - - v ) rosy (m 


( TC )" JJ! I 

X J\, ( p, v, rn\ . .. ) dy dy. dz dv dy dm . . . 

i r, mr 

— j dt UH ----p« oc (,u--./•) e usc(v ~v> eus y (m 

' /n (y, v, ttt. ... i c/z c/v. dz d'j c/y c/nr .... 


z) 


les intégrations relatives aux variables a, G, y, . . . devant, encore être 
faites (uitia* les limites —oc. H-oc, et l’intégration relative à /, à partir 
de t — o. 


.Nous allons maintenant tirer des équations (21) et (22’) les intégrales 
générales des équations aux différences partielles que fournissent 


diverses questions de physique et de mécanique, et nous retrouverons 
ainsi les résultats contenus dans les Mémoires des auteurs déjà cités. 

La loi suivant laquelle la chaleur se distribue dans un corps solide 
et homogène, dépend de l'équation 


'33 ) 


d r s> /(/-o d-o cl 1 o\ 

ti ~ a \ Zr z TFT 1 + rfÿ r 


a désignant une quantité positive. Si dans celte équation on remplace 
respectivement 

d? d- 9 d- 9 rf- o 

7/1 ’ cFr- ' 7/7-' 7/d 1 
par 

o. (*,/=ï)’. s(v^T)-', v(v'^ 7 )*. 


on trouvera, au lieu de la formule ( 3 ), la suivante : 

(’ 2 1\ ) 0 — — u ( y. 1 -l- o" y- ). 


On aura d'ailleurs, dans le cas présent, /i = 3 . En conséquence, la 
formule (ai) deviendra 

(•>.'}) 9 ion UIJIJ 7 '-!/ C n'Ct([j. — .r) c.oscfv — J ) 

X cony (çr — /(y, v, 57) r/ot do rfy rfy. rfv rfrn. 


De plus, comme on a généralement 

Ç e~" ! co* bu du 

et par suite 

I r. en* bu du 


— 00 
r ~-C 




— zc 

-+- OC 


_ T.- - 


n, b désignant deux nombres quelconques, on pourra, dans le second 
membre de l’équation (a 5 ), effectuer, entre les limites —oo, -j-oo, 
les intégrations relatives aux trois variables a, £, y; et bon trouvera, 
par ce moyen, 

(2 fi) 9 Z-- J III C uu t, -/('y, V, ns) d\x rfv dxs. 

tffuiz) - 


AUX DIFFERENCES PARTIELLES. 


•m 

Pour prouver directement que cette dernière valeur de o satisfait 
a la iormule (a 3 ), les intégrations étant effectuées entre des limites 
constantes arbitrairement choisies, il suffit d’observer que, si l’on pose 

— |V ~ r 5-4 KT - w - , 

T = c. •'" t 1 . 

la fonction T satisfera elle-mcrne à l’équation aux diffère ne es partielles 

r/T , r/-T il- T (/■ T . 

Wi - a \dP- + 7îF''' imr 


Si l’on prend pour limites dos intégrations relatives à ;j.. v. -, les six 
quantités 

! J - 0; 'Al. îïTii' 

/J-f 'A' W,. 

et que l’on fasse 

y. — :r -!- ?.a. \Jut , v ~ v ’ïo \UiL r ,r l_: c- ~r ay \Utt, 

cl, o, -y désignant trois nouvelles variables, l’équation (26) deviendra 

1 •>.-]) cp zjt -b iJj e x ' : '*'/(./’ -h 't y. \ ut. >' -f- ■>. c \j ut , ; -+- ay ^Ar/) f/2 f /5 f/y 

r- '** 

•*’ — /Ai r __ J’ — Ai ^ = 

:>. \/at a \ui ' •>. \!at 

[■J-i — U' ^ A — v ____ ~i 3 

y.\/al ‘\\ l a1 ' a \A?/ 



La valeur de <p donnée par l’équation précédente remplit évidemment 
la condition de se réduire à 

/(.r, )\ = J 


pour t == 0, du moins tant que la valeur de x reste comprise, entre les 
limites p. 0 , p. 4 , celle dey entre les limites v q . v 4 . et .celle de s entre les 
limites ra 0 , cr^. Si l’on voulait que la môme condition fût satisfaite 
pour des valeurs quelconques des variables x,y, z, il faudrait alors 


supposer 


y 0 = — cc. 


x , 


A 


CT 0 1— — X . 



ce qui réduirait l’équation (27) à la formule 


(28) 


r.~ ' 




x/(./■ 2 y. \ ! ut, r -r 2 c yA/, v -1- yP/) 


x (h. de </'■’ < o 


■ce, y — co \ 
•ce , 3 "co ;• 


ce . V — X 


Si, au lieu de l’équation ( 23 ), nous avions considéré la suivante 


( 29 ) 


de d- o 

TU ~~ a dP-' 


nous aurions obtenu l’intégrale 


(Ho) 


~ J'p-*' j(.r do. 


.g — y-a 
2 s l 7 t 

jUi -- 

2 \J17t 


Pour que la valeur précédente de o se réduise à /(.r), quel que soit x, 
il faut supposer 

>j. u = —yz, ij. r ~-\-yz. 


On retrouve alors l’équation 


( 3 i 



a \j((t) dv. | X ^ 

( a. -- - 1 ■ ce \ 


donnée pour la première fois par M. Laplace. 

Après avoir déduit de la formule (21) les intégrales des équations 
( 23 ) et (29), je vais présenter quelques applications de la formule (22). 

Considérons d’abord l'équation aux dérivées partielles, à laquelle se 
rapportent les petites vibrations des plaques sonores, homogènes et 
d’une épaisseur constante, savoir : 


(32) 


(Pz 

Tïr- 


y-b- 


$£^ 

) d:n K 


-H 2 


d '* z 

d.r- dy- 


efiz j _ 
dy K { ~ 


o. 


Si dans cette équation, où b s désigne une constante positive, et où la 
variable principale se trouve représentée par js, on remplaça 1 respec- 



tivement 


par 


d l z d}' z d K z d’z 

dt- 5 d:d ’ r/.r- dy -’ dy' , ’ > 


on trouvera, au lieu de la formule (d), la suivante 

(33; ()--! • //-( a- • )- z~) u. 


On en tirera 


0 ~ ±: é ( a- -i- 6 2 ) \/ — t, 


ou, ce qui revient au même, 

0 L-r ..h U„, 


la valeur de 0 o , étant déterminée par l’équation 

Go - - b (a-- 1- z 1 ) \--i. 


On aura d’ailleurs, dans le cas présent, u- = ‘a. En conséquence, la 
formule (22), dans laquelle 011 devra écrire, ^ au lieu de z>, donnera 


(34) 


O TT", 


cos(tz--l- G'-) ht cos a (y. — ,r)eos£i'v — - v) f ü ( y., y) dy. de d[j.dv 


J dt jjU cos ( a'-H- S" ) ht cos a (y. — :v) 
X cos6(.y -- j)/i (y-, v) dy. de d\j. (h. 


On peut simplifier le second membre de l’équation précédente. En 
effet, dans le Mémoire qui a remporté le prix sur la théorie des ondes, 
j’ai fait voir qu’on a yénéraiemenl 


/ cos 777 -i ci is y. ni 777 dm ) ( cos ni- i- sin/a - 1, 

J \ rrr o ( 

J'sium- cos ?.ni. 777 dm - ~ (cos ni- ■ - siu/w‘-), ^ 

et par suite 

fP ‘ ( iït — 0, in — 00 ) - 

I f cos ( 777- - h 0-) cos 2 ni ci cos 2 /? y c/gt du • l ^ 7 s 111 ( m - + n- ) ; 

.// ‘ 1 f y = 0, d=x 1 • 1 
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On en conclut immédiatement 


cos{CT" 4- o -) cos 2 in rïj cos 2 // p dzn dp j ^ 00 ’ ^ 00 i — r. sin (m- -+- /?'-) : 

( 0 — — OC , O — OC' ( 


puis, en remplaçant les quatre quantité: 


par 


on trouve 


y. \'bt i S \ f>t 


qj, p, /n, n, 

y - .r v — y 


•>.\//>l v^ht 


j! cos( x ' 2 -f- o~)ht ms y (y. — .r ) coscfv - v) f/y. dQ 


)e 


x : y. ~z X' 
X , c r r x 


T. . ( [J. — .r PH- (y — )■)- 

--—siil - - 

ht ,i ht 


Cela posé, la formule ( 3 .f) deviendra 


( co ) 


!7I f T f 


v ) f/y. f/v 


( y- --./•)--+- (v —>•)'- . x , , 

sm-7-^--./, ( P-, v) r/y. dv. 


Pour prouver directement que cette dernière valeur de z vérifie 
l’équation ( 3 a), quelles que soient les quantités constantes prises 
pour limites des intégrations relatives aux variables y. et v. il suffira 
d’observer que, si Ton pose 

t — U J - — -gp-n ( v — y y - _ 

\ht 

la fonction l’satisfera elle-même à l’équation aux différences partielles 

+ + . tli = n 

dt- ) don* dx~ dy dy~* \ 
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Si l’on choisit pour limites des intégrations les quantités 


les valeurs de 


p-O} v o ; p-ii v ii 


et 


tiz 

Vt' 


correspondant à i = o, se réduiront aux deux fonctions 

/o(- r O')> /| .?')> 

tant que la valeur de x restera comprise entre les limites p. 0 > ci 
celle dey entre les limites v 0 , v 4 . Si l’on voulait que ces mômes condi¬ 
tions fussent remplies pour des valeurs quelconques des variables x 
et y, il faudrait supposer 

p. 0 =r — oo, v n = — oo ; [j.,=r + oo, Vj = -f-oo; 



et, en faisant, dans cette hypothèse 

|j. — .r -r- :i a \fbL v — v -h ?. c \'é/. 

on obtiendrait, pour déterminer la valeur générale dt» z, Léquatioi 
très simple 

l 3<> ) ô r:: *- jj‘ sin('x- H~ $-)/„(.r ‘i v. ^/Z7, Y -j- ’.l c \ ht') dy d c 

-!- ^ fÙ sin (a 2 -I- c-,)/i ( ./•-! \'J.\hl.y • c \ ht ) d'J. r/c 

( a — - - x . y. —yz / 

I S- X . c : - X h 


Lorsqu’à la plan 1 de l'équation ( .'b -0 on se propose la suivante 
(3;) 

011 trouve, pour intégrale générale, au lieu de la formule (dti). 


d- z ., d'z 

"(Tr- hl '"dJ- 




( ) T J 


(si n y.- 4- n» y- ) J\ u (.r H- •>. y \l>l) dy. 


-T / ( ^ ( ( s in>:--+- eosx-) f\(.v -I- na \!~hl') dy 

( 27 :ÿ J J 


a. :_j —• x 


y. .---z -1- x 


Considérons (uie.ore T équation aux différences partielles 
^ '/M) \ d-() d-Q/ 

<*>> -rp + *-\7ïè + -7id\=“- 


qui sert à déterminer les lois de la propagation des ondes à la surface 
d’un fluide pesant d’une profondeur indéfinie. Si dans cette équation, 
où la force accélératrice de la pesanteur est désignée par i>\ cl la 
variable principale par Q, on écrit à la place des coefficients différentiels 

dH\) d-i) d-() 
tlt* d.r- dy- 


0 '. (e v r ._,)-; 


les quantités 



on trouvera, au lieu de la formule ( 3 ), la suivante 

(-10) 0* - --(-a-H- O-) = o. 

On en tirera 

et par suite, si l’on fait, pour abréger. 

(.y.- -!- ; 

on obtiendra quatre valeurs de 0, comprises dans les deux formules 

0 (l J± fj„. 0 _rr ±: 0„ \ i . 

Or, dans le problème dont il s’agit, on démontre assez facilemeiU : 

i ,J que la valeur générale de Q ne doit pas renfermer les exponen¬ 
tielles de la forme 

r' 1 »', r f| "é 

mais seulement les exponentielles imaginaires 

£>0i}/ \ -- i çt 0,,/ \ i ■ 

•a" ([ne cette valeur générale de Q est complètement déterminée, dès 
que l’on connaît les valeurs particulières de Q et de correspon¬ 
dant à t = o. On pourra donc opérer, comme si Ô n’admettait que 
deux valeurs, savoir : 

=t o- V — I, 

ou, en d’autres termes, comme si la formule (do) se réduisait à 
(40 0* = ~ A '(a--H-6’)*, 

et prendre pour valeur générale de Q le second membre de l’équa¬ 
tion (22). On aura de cette manière, en écrivant 


au lieu île 


r 7.-- + OÏ) 4 h '* t y- 1 •• P 2 ) 4 I \ 


( 4 '-il ( v )= -jr~« fffj eos(a-4- o-)\f /cih ai [J- - .r) coso(y v) da do dy./t 


j_ t 

ci>:->(a- ~+- S") ' y~ ! 


àJ ,/l Jiil c "' 

X eusa ( [S. — .r) cüs 6( v — r )j\ ( y, v j r/a r/o r/[J. r/v ; 


ou, ce qui revient au même. 


i ,3) O = y—; UH cos (a- 4- o-)' t casa (y — J?) coso (v — j)/„ (|J., v) r/a r/c r/u. 


2 7T- X 


• i i 

sin ( a- H- c- ) ' g~ l 


X eus a ( [J. — x eus o ( v -- y) j\ (p, v) 


r/a r/6 r/[J. r/v 


( a- + ê‘ J )' 


Celte dernière équation coïncide avec celle que j’ai donnée dans 1 
Mémoire sur la théorie des ondes. A l’inspection seule de cette mèm 
équation, on reconnaît immédiatement que les valeurs de 

r/O 


O el 


dt 


se réduisent à 

f\(x,r) et J\(.t,v) 

pour t — o. 

Si, au lieu de l’équation ( 3 g), on eût considéré la suivante : 

r/'Q r/ 2 Q__ 


(44) 


dl> ' * r/rc 2 ’ 

on aurait trouvé, en opérant comme ci-dessus, 

( 4 5 ) Q — — jj' cos a. ' g 1 i cos a ( y. — x ) J‘ ü ( ;j. ) r/a dy. 

H- l — jj sin a" g- l cos a ( y — xf x { y) — j - t 


2tt^- 


fo(oc) et désignant les valeurs de Q et de correspondai 


Après avoir présenté plusieurs applications des formules ( 21) et 
(22), revenons à l'équation (19). Dans celte équation, où la lettre n 
désigne le nombre des variables 

v, v. z . 

c'est-à-dire, le nombre des variables indépendantes diminué d'une 
unité; le premier ternie du second membre résulte de plusieurs inté¬ 
grations successives dont le nombre est double do //. Parmi ces inté¬ 
grations, les unes, relatives aux variables a, o, y, . . . doivent être 
exécutées sur des fonctions déterminées de ces variables, entre les 
limites— oc, +00; et dans plusieurs cas, comme, par exemple, dans 
le problème de la chaleur et dans celui des plaques vibrantes, elles 
donnent pour résultat une fonction finie des autres variables 0., 
v, 07 , .... Quant aux intégrations relatives à ces dernières variables, 
il semble, au premier abord, qu’on ne pourra jamais les ell'ectuer, 
même en partie, avant de connaître la fonctiony, 0, . . . ), c'est- 
à-dire, la valeur de z> correspondant à t = o; et que, par suite, si 
cette fonction reste arbitraire, le second membre de l’équation (19) 
aura pour premier terme une intégrale multiple dont l’ordre ne saurait 
devenir inférieur à n. Toutefois, il n’en est pas ainsi, et, après avoir 
effectué les intégrations relatives aux variables a, o, y, . . . on peut, 
dans certains cas, parvenir à des réductions nouvelles par des considé¬ 
rations semblables à celles dont j'ai fait usage dans un Mémoire sur 
les intégrales définies, lu à l’Institut le 22 août ifti.f. Mais, comme 
l’examen de ces réductions m’entraînerait trop loin, je le renverrai à 
un autre article, et je terminerai la présente Note on donnant la solu¬ 
tion d’une difficulté que pourrait offrir l’emploi des formules générales 
ci-dessus établies. 

Considérons, pour fixer les idées, la formule (22). Il arrivera 
souvent que dans cette formule l’une des exponentielles e (iof , e~ %t 

deviendra infinie pour des valeurs infinies des variables a, 6 J , y. 

Il n’en faudra pas conclure que les intégrales multiples comprises dans 
le second membre soient infinies, mais seulement qu’elles se présentent 



sous une forme indéterminée, puisque les variables a, o, y. 

venant à croître, les fonctions sous les signes jf ••• obtiendront des 


valeurs alternativement positives et négatives. Toutefois on fera dispa¬ 
raître. l'indétermination dont il s'agit à l’aide d'un artifice de calcul 
que je vais indiquer. 

Concevons que l’on prenne pour exemple l'intégrale générale de 
l’équation 


( 4 é) 


d- cp 

Ht* 


d- o 
(Lr- 


o. 


Cette intégrait* générale, déduite de l'équation {aa), est 
J- ll % C ^ f 

( 47 ) o — il ---<•-( y. ( ;j. — x) /„ ( \x) da d\x 

I /* lï* (* ^ 

r J dt II -^ ■a l P ) /< ( P ; (h - <-!{->■ ; 

(‘(.chacune des intégrales multiples qu’elle renferme se présente sous 
une forme indéterminée. Néanmoins l’expression 

(48) Ij ---COS a (' u - X ) y'o(p-) da d[j. 


obtiendra une valeur déterminée, si ou la considère comme repré¬ 
sentant la limite vers laquelle converge l'intégrale double 

(4g) JJ fi ---cosayu. -- x)/ ü (\J.) da dfx, 


tandis que, le nombre auxiliaire k s’approche indéfiniment de zéro. De 
plus, comme on a, entre les limites a =— oo, a = + oc. 


I e 

=/ 


r>xt | XI 


eus a ([J. — ,v) da 

A 

^ / ., a , eus a ( [J. — ,r H- / - i ) -j- rus a ( p — ./-• — / \J— j ) ^ 


v ( _ ( |J— -r + z 1 V-J f _ ( |J. — \/ — i )* j 


7 T“ 1 
-L o 

a-- 3 


u- 


7 ü " 


k- 


7T~ T7 (P — ,:/.•)/ 

* e 1 * cos —- -, -; 

2 k 1 
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il est clair qu’on pourra remplacer l’intégrale (49) par la suivante : 



* cos d[J " 


Si l’on prend cette dernière entre les limites — 00, + oo, et que l’on 
y suppose 

[J. — ./• H- 2 A - a , 


a désignant une nouvelle variable, 011 trouvera pour résultat 




Cela posé, l’équation ( 4 7) deviendra 



( a =: + co j ’ 


l’intégration relative à la variable a devant être effectuée entre les 
limites — 00, -f- 00, et le nombre k devant être supposé nul après cette 
intégration. On peut s’assurer directement par le développement en 
séries des deux fonctions 

/„(,?; -h 2 !,- y .), 

/' (1 (.r -h 2/f 2 a), 

que la valeur précédente de © satisfait à l’équation ( 4 b). Ajoutons que, 
si l’on pose t = o, les valeurs de © et de tirées de la formule ( 5 o), 
se réduiront, la première à 



Tih INTEGRATION DE CERTAIN G S EQUATIONS LINEAIRES 
et la seconde à 

i r 

rfy ~ j\ ( X ) . 


4/.W f ‘ 

7 T- J 


On aurait pu, en introduisant les imaginaires sous les signes /„ et J\, 
obtenir la valeur de <p sous une forme différente de celle que présente 
l’équation ( 5 o). En effet, comme on a généralement, en supposant/- 
infiniment petit. 


, ;ÿ , e™ ' - 1 H- e~ M ' 


cosa ( y. — ,r) f( y) cia. cly. 


=/ 


cos a {[j. — .v l) cos a (y. — a: — t ) 


/(y.) cia cl y. 


o, r J / (ii ' - O - O 1 5 


on en conclura, par analogie, 

/i&t _ 1 _ *> tu 
/..vJ ~ c 


cos a. (y- — oc )/( y. ) da. dy. 

,, T 1 /(-r ~ t \J~i) ,/'( u- + / \/^ï) {' 


Cela posé, l’équation (47) donnera 

o— y» (•- ?i •+- 1 \!— 0 d-j 0 {.w — 1 \i— i ) 

' a 

, j‘ fi (•*' H- l )J~ x) +/i(a? — * y/- Q dL 


(é.) 


Si l’on égale entre elles les valeurs de <p tirées des formules ( 5 o) et 
( 5 1), et que l’on fasse en outre 

/.(*) =/(■'•'). /. (O = ^ =/'(*) 


on trouvera 


( 5 a) 


/(a; + l \J- 1) 





d'à, 


h.» nombre k devant être réduit à zéro, après Jes intégrations. Cette 
dernière formule peut être considérée comme servant à définir la 
fonction —i), lorsqu’on connaît la fonction /(a?). 

La remarque que nous avons faite à l'égard de l’équation (2 -a), 
serait également applicable aux équations (i 3 ) et (iç)). 

Post-scriptum. — Si l’on développe les seconds membres des équations 
(j 3 ) et (19) en séries ordonnées suivant les puissances ascendantes de t, 
les coefficients de ces puissances 11e renfermeront d’autres facteurs 
variables qui 1 les fonctions (11) et leurs dérivées. De plus, les séries 
obtenues seront précisément celles que l’on déduirait par le théorème 
de. Maelaurin des équations aux différences partielles qu’il s’agit d’inté¬ 
grer. 11 semble résulter immédiatement de cette observation, que les 
formules (i 3 ) et (19) sont les intégrales générales de ces équations 
aux différences partielles. Néanmoins, dans un nouveau Mémoire lu 
à l’Académie des Sciences, j’ai fait voir qu’à un même développement 
en série pouvaient correspondre plusieurs fonctions très distinctes les 
unes des autres. Cette remarque sulïit. pour montrer l'incertitude de 
la proposition ci-dessus énoncée; et, dans l'état actuel de l’analyse, 
il ne reste aucun moyen de juger si les formules (i 3 ) 01.(19) sont les 
intégrales générales des équations qu’elles vérifient, ni à quels carac¬ 
tères ou doit reconnaître ces intégrales générales. 



8 lill 


LE DÉVELOPPEMENT DES FONCTIONS EN SÉRIES 

ET SUR 

L’INTÉGRATION DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES 
OU AUX DIFFÉRENCES PARTIELLES. 


Bulletin de la Société Philomatique, p. 49-54; 1822 . 


Pour découvrir et démontrer les propriétés les plus remarquables 
des fonctions, on a souvent employé leur développement en séries, ou 
suites infinies, c’est-à-dire composées d’un nombre infini de termes; 
et, parmi les géomètres, ceux meme qui ne se sont pas résolu, suivants 
la méthode de La Grange, à faire de ce développement la principale 
base du calcul infinitésimal, s’en sont du moins servi pour établir 
plusieurs théories importantes; par exemple, pour déterminer le 
nombre des constantes arbitraires, ou des fonctions arbitraires que 
comportent les intégrales générales des équations différentielles, ou 
aux différences partielles, pour calculer ces intégrales, pour fixer les 
caractères auxquels on doit reconnaître les solutions particulières, ou 
intégrales singulières, des équations différentielles, etc. Toutefois, en 
remplaçant les fonctions par des séries, on suppose implicitement 
qu’une fonction est complètement caractérisée par un développement 
composé d’un nombre infini de termes, au moins tant que ces termes 
obtiennent des valeurs finies. Par exemple, lorsqu’on substitue à la 



fonction f(x) la série de Maclaurin, et que Ton écrit en conséquence 

(O /(•*)=/( o)4- q/(o) H- y"' 7 ( ü ) -r-. . ., 

on suppose qu'à un système donné de valeurs finies des quantités 

/(O), /(O), /"(O), ... 

correspond toujours une valeur unique de la fonction f(x). Consi¬ 
dérons, pour fixer les idées, le cas le plus simple, celui où les quan¬ 
tités f(o),f ! (o),f"(o), . . . s’évanouissent toutes à la fois. Dans cette 
hypothèse, on devra, ce semble, conclure de l’équation (i) que la 
fonction f(x) s’évanouit elle-meme. Néanmoins cette conclusion peut 
if être pas exacte. En effet, si l’on prend 

on trouvera 

/(°) = °, /'( o) = (o), J" ( o ) ~ o, 

Il en serait encore de même, si l’on supposait 



ou bien 

_i_ 

f{x) = e~ -Aar+ 

a désignant une constante positive, et a -j- bx -j- ex- +. . . une fonction 
entière de x; ou simplement 

1 

f(æ) = e 

la variable x étant assujettie à demeurer constamment positive, etc. 
On peut donc trouver pour /(a?) une infinité de fonctions différentes, 
dont les développements en séries ordonnées suivants les puissances 
ascendantes de x se réduisent à zéro. 

On serait naturellement porté à croire qu’étant données les quantités 
/(o), /'(o), /"(o), . . ., l’équation (i) fera du moins connaître la 
valeur de f(oc) toutes les fois que la série comprise dans le second 
membre restera convergente. Néanmoins il n’en est pas ainsi. En effet, 



nommons <p(a?) une fonction développable par le théorème de Maclaurin 
en série convergente, et, de plus, équivalente à la somme de la série 
obtenue ; désignons par y (x) une autre fonction dont le développement 
se réduise à zéro : les deux fonctions 

o(.r) cl o(.r) 

distinctes Tune de l’autre, auront pour développement une même série 
convergente. Par exemple, les fonctions 

i 

( j ~' r ' el c ,r ~ 

ont pour développement commun la série convergente 

.r- ,r l ,r'‘ 

i i . i . ■>.. .-J 

dont la somme équivaut à une seule, d’entre elles. 

Il suif de ces remarques qu'à une seule série, même convergente, 
correspond une infinité de fonctions différentes les unes des autres. 
Il n’est donc pas permis de substituer indistinctement les séries aux 
fonctions, et pour être assuré de ne commettre aucune erreur, on doit 
borner cette substitution au cas où les fonctions, étant développables 
en séries convergentes, sont équivalentes aux sommes de ces séries. 
Dans toute autre hypothèse, les séries ne peuvent être employées avec 
une entière confiance qu'autant qu’elles se trouvent réduites à un 
nombre fini de termes, et complétées par des restes dont on connaît 
les valeurs exactes ou approchées. Ainsi, en particulier, lorsqu'on veut 
déterminer par une méthode rigoureuse les inaxima ou minima des 
fonctions, el les véritables valeurs des fractions qui se présentent sous 

la forme ^ on emploie la série de Taylor, non pas en la regardant 

comme composée d'un nombre infini de termes, mais en la complétant 
par un reste dont la valeur demeure comprise entre certaines limites. 

Après les considérations que nous venons d’exposer, on ne sera pas 
surpris de trouver en défaut dans certains cas des propositions géné¬ 
rales établies par le moyen des séries. Nous nous contenterons de citer 
à ce sujet les exemples qui suivent. 



'0-'=/(■'*’ 


Soit 
(•■0 

une équation différentielle entre les variables x, y; et 

r = F(.r) 

une valeur de y propre à vérifier cette équation. On démontre, par le 
moyen des séries, que cette valeur de y est une intégrale singulière, 
toutes les fois qu’elle rend infini le coefficient différentiel 

dj\x, y) 
rlr 


Mais cette proposition n’esl pas toujours vraie. Ainsi, l’on satisfait à 
l’équation différentielle 

( 3 ) ci-y = L1 + U• — • r ) lo S (y — -r ) I dx, 


par la valeur y = x, qui rend infinie la fonction 
d[i + (y — .*01ogl,r — •*■)] 


dy 


i -t- log(j — x) ; 


et cependant y = æ, au lieu d’être une intégrale singulière, est tout 
simplement une intégrale particulière, puisqu’elle se trouve comprise 
dans l’intégrale générale, savoir : 

] og(j — x) = r e'\ 


C’est encore par le moyen des séries que l’on détermine le plus 
souvent le nombre de constantes ou de fonctions arbitraires que doit 
renfermer l’intégrale générale d’une équation différentielle, ou aux 
différences partielles. Toutefois ce mode de détermination ne saurait 
être considéré comme suffisamment exact. Supposons, pour fixer les 
idées, qu’une équation linéaire aux différences partielles renferme 
avec les variables indépendantes x, y, et Invariable principale z; i° la 
dérivée partielle du premier ordre de z, par rapport à x; 2" une ou 
plusieurs dérivées partielles de z, relatives à y. Dans ce cas, la valeur 
générale de z pourra être représentée par une série ordonnée suivant 
les puissances ascendantes de x, et qui ne renfermera d’arbitraire que 



la fonction de y, à laquelle .s est censée se réduire pour x = o, Par 
conséquent, si cette fonction est connue pour toutes les valeurs 
possibles de v, il semble que la valeur de z sera complètement déter¬ 
minée. Néanmoins il n’en est pas ainsi. Concevons en effet que l’équa¬ 
tion donnée soit la suivante : 


(4) 


dz / i \ d-z i dz 

dx ~ \ 1 + y- J dy- y-' dy ’ 


et désignons par ©(/) la fonction de j à laquelle x doit se réduire par 
x = o. La valeur de z, déduite de l’équation (4) par le développement 
en série, prendra la forme 


(5) 


— ?0') ■+■ 


l _|_ ; 

l v r 


_ y dy(y) 

dy- j :i dy 


• ■ • - 


Tous les termes de la série précédente étant des fonctions déterminées 
des variables x et y, lorsque la fonction o(y) est elle-même déter¬ 
minée, il semble en résulter qu’une seule valeur de z remplira la double 
condition de vérifier l’équation aux différences partielles proposée, et 
de se réduire à <p(y) pour x = o. Néanmoins il est facile de s’assurer 
que, si l’on satisfait aux deux conditions énoncées par une certaine 
valeur 

(é) z= 7 yx : y), 


on y satisfera encore en attribuant à z la valeur plus générale 

I 1 -M a 

(7) s = y)-\~ca: -e 

dans laquelle c désigne une constante arbitraire. 

Après avoir montré l'insuffisance des méthodes d’intégration fondées 
sur le développement en séries, il me reste à dire en peu de mots ce 
qu’on peut leur substituer. 

Pour déterminer le nombre des constantes arbitraires que comportent 
les intégrales générales des équations différentielles entre deux ou 
plusieurs variables, et pour démontrer l’existence de ces meme inté¬ 
grales, il suffit d’employer les méthodes que j’expose depuis plusieurs 
années dans mes leçons à l’École Polytechnique. Ces méthodes seront 



l’objet d'un nouveau Mémoire. La détermination du nombre des 
constantes arbitraires, en particulier, repose sur le théorème suivant : 

Si une fonction üj(.cc) de la variable x s'évanouit pour x = o, le 
rapport de cette fonction à sa dérivée, savoir : 

s'évanouira lui-même quand on fera décroître la variable x au-delà de 
toute limite. 

.rajouterai que la méthode dont je lais usage pour démontrer l’exis¬ 
tence des intégrales dans tous les cas possibles, sert en meme temps à 
calculer, avec telle approximation que l’on veut, les valeurs des 
intégrales particulières correspondant à des valeurs données des 
variables. 

Pour distinguer, relativement aux équations différentielles du 
premier ordre, les intégrales singulières d’avec les intégrales parti¬ 
culières, il suffit d’appliquer la règle que j’ai fait connaître dans un 
Mémoire lu à l’Institut le i 3 mai 181G. D’après cette règle, que l’on 
démontre rigoureusement sans le secours des séries, pour juger si une 
certaine valeur de r, par exemple, 

y — F(.r) 

est une intégrale particulière ou singulière de l’équation différentielle 

dy=f{æ, y) clr, 

on doit recourir, non pas à la fonction dérivée 

y) 

dy ’ 

mais à l’intégrale définie 

Ç _ dy _ 

J /O, X) f Lr) ’ 

l’intégration étant effectuée par rapport à y seule, et à partir de 
y = f(x). Suivant que cette intégration donnera pour résultat une 


quantité finie ou infinie, y = F(a?) sera une intégrale singulière ou 
une intégrale particulière. Ainsi on peut affirmer que la valeur y = x 
vérifie, connue intégrale singulière, réquation différentiel le 

dy — [i + (y — 


et, comme intégrale particulière, les deux suivantes : 

dy ~ |' i -t- (y -- .*•)] du\ 

dy ~ | i - 1 - ( V -• -r) log( v — .r ) \ d.t\ 


attendu qu’en eiîectuant les intégrations relatives à y, à partir der = 3\ 
on trouve 

dv 




'■>. ( Y — )'. 


)’ - .r 


h 

*y 


<Y 


r — 


log( v — ./•) — logo ~y: . 


f - SL. -- — log log—!-log log ‘ 

J {.Y — •*■’) — •■*" ) '.v —./■ <• 


Quant à l’intégration des équations aux différences partielles, il ne 
semble pas possible, dans l’état actuel de l’analyse, d’assigner les 
caractères auxquels on doit reconnaître leurs intégrales générales, si 
ce n’est pour les équations du premier ordre, et pour celles qui 
s’intégrent par les memes procédés. 



MÉMOIRE 

SUR LES INTÉGRALES DÉFINIES 
OÙ L’ON FIXE 

LE NOMBRE ET LA NATURE DES CONSTANTES ARBITRAIRES 
ET DES FONCTIONS ARBITRAIRES 
QUE PEUVENT COMPORTER LES VALEURS 
DE CES MÊMES INTÉGRALES 
QUAND ELLES DEVIENNENT INDÉTERMINÉES. 


Bulletin de la Société Philomatique , p. 161-174; 


Dans mon premier Mémoire sur les intégrales définies, présenté à 
l’Institut le 22 août 181 4 (*), j’avais remarqué qu’une intégrale 
double peut devenir indéterminée, et j’avais appris à former a priori 
la différence entre les deux valeurs qu’on obtient pour une intégrale 
de cette espèce, suivant l’ordre qu’on établit entre les deux intégrations, 
De plus, dans mes leçons à l’École Polytechnique, et dans celles que 
j’ai données, en 1817, au Collège royal de France, en remplacement 
de M. Biot, après avoir observé que les intégrales simples peuvent être 
finies, ou infinies, ou indéterminées, j’ai indiqué les moyens, non 


(q Ce Mémoire, qui sera bientôt publié, a été approuvé par Plnslilul, sur un rapport 
de M. Legendre, daté du 7 novembre 1S14, et dont les conclusions se Lrouvent imprimées 
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28 r t 

seulement de distinguer ces trois sortes d'intégrales, mais encore de 
fixer la nature des constantes arbitraires que comporte une intégrale 
simple indéterminée. Une partie des principes sur lesquels je me suis 
appuyé se retrouve dans mon Mémoire sur les solutions particulières, 
présenté à l'Académie royale des Sciences le i 3 mai 1816. Les formules 
nouvelles que j'ai déduites de ces memes principes, particulièrement 
celles que j'ai données dans le Mémoire de 1814, et dans mes leçons 
au Collège de France, sont d'une très grande généralité. Le pins 
souvent les intégrales dont elles fournissent les valeurs renferment, 

sous le signe J > des fonctions arbitraires dont on peut disposer à 

volonté. Ces memes formules comprennent, comme cas particuliers, 
un grand nombre de celles qui étaient connues avant la publication de 
mon Mémoire, et plusieurs autres auxquelles on est parvenu depuis 
par des méthodes différentes, par exemple, à l'aide du développement 
en série. Toutefois il est essentiel de remarquer que l'on ne peut 
compter sur les valeurs des intégrales déterminées à l'aide de cette 
dernière méthode, qu'autant que les séries dont elles représentent les 
sommes sont convergentes. Les méthodes dont j'avais fait usage 
n'offrent pas cet inconvénient. L'importance des résultats auxquels 
elles conduisent, m'a fait penser qu'il serait utile de montrer toute 
l’extension dont elles sont susceptibles, et d'en indiquer les principales 
conséquences. Tel est l'objet du Mémoire que j'ai présenté, le 28 octobre 
dernier, à l'Académie royale des Sciences. Ne pouvant en offrir ici 
qu'une analyse très courte, je rappellerai d'abord quelques-uns des 
principes sur lesquels je m'appuie ; je citerai ensuite quelques formules 
générales, que je choisirai de préférence parmi celles que j'ai données 
dans le Mémoire de 1814, et dans mes leçons au Collège de France. 

J'appelle intégrale définie singulière, une intégrale prise relativement 
à une ou à plusieurs variables, entre des limites infiniment rapprochées 
de certaines valeurs particulières attribuées à ces memes variables, 
savoir, de valeurs infiniment grandes, ou de valeurs par lesquelles la 

frmp+inn emio 1 a Cl nn C /"l/StriAnt înfinin Ail l’ilflülAnmin/in f'nn nnnfm- 


valeurs limes ou même munies. Supposons, par exemple, que la 
fonction /(a?) devienne infinie pour = Désignons par k un 
nombre infiniment petit, par/ 0 la vraie valeur du produit kf(x a -{-k), 
correspondant à une valeur nulle de k, et par a', a" deux constantes 
positives. L'intégrale singulière 

-..tv i /a" 

(i) / /(•/•) fit: 

'\r„ i -/<*' 

sera équivalente à l’expression 



et par conséquent elle dépendra : i” de la racine x 0 de l’équation 

l Cf" 

jç-^z=o\ 2" de la constante arbitraire —• Ajoutons que les deux 
intégrales 

J(.r)rU, f J(.r) cl.r 

i- k’J.' J.r a -ky." 

seront égales et de signes contraires, à moins que, pour des valeurs 
décroissantes de k, les deux produits kj\x a -{- k), — kf(x 0 — k) ne 
convergent vers deux limites différentes. 

Considérons maintenant l'intégrale double 

( ;i ) jj J^\y)(kvd)\ 

et supposons d’abord que, la fonction J'{pc,y) devenant intinie ou indé¬ 
terminée, quel que soit x, pour j = F(^), les intégrations relatives 
à y et à x doivent être effectuées, la première entre les limites 

y ~ F(.£■) + ko', y = F(,r) -i- ko ", 

k désignant un nombre infiniment petit, et 6 J/ , 6 J// deux fonctions posi¬ 
tives mais arbitraires de x, la seconde entre les limites constantes 

Si fou nomme ]\ la vraie valeur du produit kf(x ü , $(x)-\- k), corres- 
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pondant k k=o, la valeur de l'intégrale singulière proposée sera 


M W )d.r. 


Cette intégrale dépendra donc non seulement de la fonction déterminée 
de x, que nous avons représentée par F(a?), mais encore de la fonction 
6 " 

arbitraire gj- 

Supposons enlin que la fonction J\x, y) comprise dans l’intégrale ( 3 ) 
devienne infinie pour un système isolé de valeurs de x et de y, repré¬ 
sentées par x a , y 0 , et que chaque intégration doive être ciïèctuée en Ire 
des limites constantes ou variables, mais très rapprochées de ces 
valeurs; alors, en posant x — x„ -f-rcos/>, y = y 0 H- rsinp, on trans¬ 
formera l'intégrale ( 3 )en cette autre 


Jj /(uv-r- /'cunyj, ."in p)rdrdj>^ 


dans laquelle l’intégration relative à r sera la seule dont les deux limites 
restent infiniment voisines. Si ces limites sont de la forme A*p / , Æp", p\ 
o" désignant deux fonctions positives de p, et si, de plus, on appelle J' n 
la vraie valeur du produit kf(x Q -f- k cos p, y 0 -f- k sinp), correspondante 
à lc = o, f intégrale ( 3 ) deviendra 


Elle dépendra donc de la fonction arbitraire Dans un grand nombre 

de questions qui se résolvent à l'aide des intégrales singulières, la 
fonction f () est de la forme 

_ h _ 

a cos - p H- 2 b cos/y sin j> H- c sin-/> 

a , b, c , h désignant des quantités constantes. Alors, en attribuant à p', 
p" des valeurs constantes, et supposant l'intégrale ( 5 ) prise entre les 
limites p = o, p — 2it, on trouve cette intégrale équivalente au produit 


qu’on obtient en multipliant par la surlace de l'ellipse qui a 

pour équation 

a\x* H- ’2 bxy -t- ry- ■= i. 


Quand on considère les variables x et y comme désignant des coor¬ 
données rectangles, l'expression (fi) représente la valeur de l’inté¬ 
grale ( 3 ) étendue à tous les systèmes de valeurs de x et de y, qui 
correspondent à la zone circulaire renfermée entre les deux cercles 
décrits du point (a?„, y„) avec les rayons infiniment petits kp', kp". 

On déterminerait avec la meme facilité les valeurs des intégrales 
singulières relatives à plusieurs variables, et l’on prouverait, par 
exemple, que, si la fonction f(x, y, z) devient infinie pour un système 
isolé de valeurs de x, y, z, représentées par x t) , y„, s IM l'intégrale 
singulière triple 



r. ; ) d.v dy dz , 


étendue à tous les systèmes de valeurs qui correspondent à la zone 
sphérique comprise entre les deux sphères représentées par les 
équations 

(.r j" 0 )- H- (j- — .l'of H- (s — -o )" — /*'" 

(./• — .■/;„)* H- (y — y ti y H- (z — z„)*=k*p" v -. 


sera équivalente à l’expression 


(») 


Ë 


f p»' 

/„/( Çt- ) suï/j d/> (l(j 


\ ,, _Z U, p — ~ ^ 

I (f ~ U, q — 2 Tl \ 


f 0 désignant la vraie valeur du produit kf^Xn-yfccosp, /*’ sin p cos q, 

z {) k siiijü siu#), pour k = o. 

Dans les intégrales singulières dont nous venons de nous occuper, 
les deux limites des intégrations relatives à une ou à plusieurs variables 
sont infiniment rapprochées de certaines valeurs attribuées à ces mêmes 

variables, et pour lesquelles la fonction sous le signe J devient indé¬ 
terminée ou infinie. Mais il existe encore une autre espèce d’intégrales 
singulières, savoir, celles qui sont prises par rapport à une ou à 



plusieurs variables entre deux limites infiniment grandes cl de même 
signe. Les valeurs de ces dernières peuvent être toujours obtenues à 
Taidc des memes moyens. Ainsi, par exemple, si Ton désigne par Æ un 
nombre infiniment petit, et par a', a" deux constantes positives, 
l’intégrale singulière 

1 

r kx ' 

(n) J t 

aura pour valeur 

(■<.) 

/„ désignant la vraie valeur du produit J correspondant à k = o, 

ou ce qui revient au meme, la vraie valeur du produit xf(x) corres¬ 
pondant à x — oo. 

La considération des intégrales singulières fournit le moyen de fixer 
non seulement la nature des intégrales prises entre des limites infinies 

et de celles dans lesquelles la fonction sous le signe J devient indéter¬ 
minée ou infinie entre les limites des intégrations, mais encore les 
valeurs de ces mêmes intégrales, et le nombre de constantes arbitraires 
ou de fonctions arbitraires qu’elles peuvent comporter. Pour le faire 
voir, concevons qu’il s'agisse de fixer la nature et la valeur de 
l’intégrale 

( [ 1 ) J ficela: 

dans le cas où la fonction sous le signe J devient infinie ou indéter¬ 
minée entre les limites x’, x", pour les n valeurs de x comprises dans 
la suite 

(12) a/ () , J", , J'.i J . • . , •>’,! . | . 

En désignant par k un nombre très petit, et par a 1 , a", Ç", . . .,z ! , z" 

des quantités positives quelconques, on devra regarder l’intégrale(11) 


comme sensiblement équivalente à la somme 

,,.r„-kx' 

t l3 ) A—J f(.r)fLr-l~J' ~ f(.r) i/.v -+- . . . H- J . J\.r)ilr. 

Si <lans cette même somme on pose a'= i, a"= 1 , o' = i, 6" = i, . . ., 
e'=l, c"=i, en laissant le nombre /.• infiniment petit, on obtiendra 
non plus la valeur générale de l’intégrale (i i ), mais seulement une 
valeur particulière que nous désignerons par B, et que nous nommerons 
valeur principale. Cette valeur principale, savoir 

( i IJ 1 > - ' / J (a’) ilit: H- / J (il') d.r H- . . . -f- l J { ./') i/.j\ 

•A " 'J .T 0 -t-/. -i ' k 


sera communément une quantité déterminée, qui pourra, dans certains 
cas, devenir infinie. Lorsqu’on l’aura calculée, en lui ajoutant les 
intégrales singulières 




C : >) 


I /'0)f/.r, /■ J(a:)rl.r , 


• le 8' 


I f(x) lit:, f f{x)dx , 

J.rt — k i i k 3" 


on obtiendra la valeur générale A de l’intégrale (i i), laquelle dépendra 
évidemment des constantes arbitraires a', a", . . . et sera ordinairement 
de la forme 



/„, j\ ... t désignant les valeurs qu’acquièrent les produits 
(x — x ü )f(x), (x — Xl) f(x), ..., (x — x n ^ )f(x), quand leurs 
premiers-facteurs s’évanouissent. 

Si l’on supposait, dans l’intégrale (i i), x’ = — ce, a;" = -f-ao, alors 
il faudrait remplacer les deux quantités x', x", dans la formule (id) 

par — ~ [0', 0" étant deux constantes positives], et dans la 

formule (i 4 ) par — H- y Dans la même hypothèses, il faudrait aux 



intégrales (i 5 ) ajouter les deux suivantes : 

L J 

r ~I fi /; 0 " 

(17) J J J ( ./(■*) dx, 

dont la somme sera ordinairement équivalente à l’expression 

/O' X 

(>' s ) •^ / (o' 7 )’ 


j\ désignant la vraie valeur du produit xj\x), pour .u = dz oc . Alors 
la valeur générale de l’intégrale (11 ) deviendra 


Ut)) 


A — h> -r J n ((—r, 



+ • ■ • + /,« 


7/ J "K/:» ^ 


-V 

IV 


Cela posé, il est clair que cette valeur générale sera infinie, si quel¬ 
qu’une des quantités B. fn-n]\ devient elle-même infinie, 

et que dans le cas contraire elle renfermera autant de constantes 
arbitraires que l’on trouvera-de quantités fin, J\< • . • ayant une valeur 
différente de zéro. 

Si l’on avait x' — aj ü , ou x"= ov_ l5 il faudrait supprimer la première 
ou la dernière des intégrales (i 5 ), et remplacer en conséquence dans 

la formule (ifi), par/^ 7 ^ ouZ(^ par Z(Y). Dans fous les 

cas on établira sans peine la proposition suivante. 

Pour que la valeur générale A de V intégrale (11) soit finie et déter¬ 
minée , il est nécessaire et il suffît que celles des intégrales singulières (i 5 ) 
et (17) qui se trouvent comprises dans la valeur de K — B se réduisent à 
zéro pour des valeurs infiniment petites de k. 


Il est facile d’étendre les principes que l’on vient d’exposer de 
manière à les appliquer aux intégrales multiples aussi bien qu’à celles 

qui renferment sous le signe J des fonctions en partie réelles, en partie 

imaginaires. Nous allons maintenant citer quelques formules générales 
dédui e de es mêmes nrincines. 



dans lesquelles les parties réelles restent comprises entre les limites a?', 

x", et les coefficients de / — i entre les limites y', y", et par/,,, J\, _ 

f„..i les véritables valeurs des produits kj\x lt - M/ kj\œ l -y-k) . 

! + k), correspondantes à /•= n, on aura 

(2 1 ) J [fÇ r +y\/^)—/(.,■-+-f\/~)\d.r 

— \j— ' f ^y v — '.) — /O^'-Kr 0]'( v 

Jy, 

— : 2 n y /--1 (/, + /, + . ,). 

lin égalant dans les deux membres de la formule précédente : i" les 
parties réelles; a° les coefficients de on obtiendra les équa¬ 

tions ( 3 b) de la seconde partie du Mémoire de i8i.f, desquelles on 
peut réciproquement déduire cette même formule. Ajoutons que, si 
pour une racine de l’équation (20) la partie réelle devient égale à l’une 
des quantités x', x J! , ou le coefficient de /— i à l’une des quantités y' 
y", l’une au moins des deux intégrales comprises dans la formule (21) 
deviendra indéterminée. Mais cette formule subsistera encore entre les 
valeurs principales des deux intégrales, pourvu que dans la somme 
on prenne seulement la moitié du terme qui 
correspond à la racine dont il s’agit. 

Si l’on fait y'= o, v"= a, etsi l’on choisit x'. a? de manière (pie les 
fonctions /(&"-{-.y ^ —1),/(aZ+y /—1) s’évanouissent pour toutes 
les valeurs de y, l’équation (21) donnera 

( 22 ) f f(.v 4- n \/— 1 ) fit- — f /(■'•) rlr — (/oH-./i • • • -I-/« i )• 

«y «/ 


De cette dernière formule on tire aisément la suivante : 


1 


. m 


a~ x * si il 


m n ^ 
2 


li.x: 


f ” (a — x y/— 1 ) w " 1 -4- (a -h .v \/— t 1 


a~' v ’ dæ , 


= e 



connue 


Jf 


d.v 


c d.r — 


1 


f X 


"U- 


Concevons maintenant que P, II étant des foliotions réelles de deux 

nouvelles variables p, r, on désigne par æ, .celles des ' 

racines de l’équation ( sm), qui, substituées dans la formule 

.1; — 1* -i- U ^ - 1, 


déterminent des valeurs de p renfermées entre les limites p ', p ", et des 
valeurs de r renfermées entre les limites r', ?•". Si Pou pose, pour plus 
de commodité, 


(2-b 


Zip, r )=f( v + 11 v — ')- 
'Hp, r ) =/(p-+- K v ~ >) 


d (P -\-W v' — 1 

_ 


), 


rf(P + R v^— 1 ) 

di¬ 


on aura généralement 

(- ,J i) f \yjp,r")- ■/.{!>* d)\ dp 

J r , 

--J" ['H/'", r )~ ( K/A r)\dr—2-\/~i(±f 0 ±J]-±...±f /l ,), 


chaque terme de la somme zh/o±/i=b- • -dz fn~i devant être affecté 
du signe H- ou du signe —, suivant que les valeurs de p et de q corres¬ 
pondant à ce terme déterminent une valeur positive ou négative de 


la fonction réelle 


dP dR 
dj> dr 


dP dP 
dr dj> 


• La formule (2.4) résulte, comme la 


formule (21), des calculs développés dans le Mémoire déjà cité. De plus, 
des observations semblables à celles que nous avons faites à l'égard de 
la première formule s'appliquent encore à la seconde. 

Dans le moment où je m'occupais de la résolution des équations par 



le moyen des intégrales définies ( 1 ), j'avais déduit des méthodes 
exposées dans le Mémoire de 1S1 \ la formule générale 




/ 


1 “ f(eos j> + — i sin ji) 

K (cos p H- \- - i si \\p ) 

r 1 jill 

' J_, 


tir 


\ Ogj 
I F’( ni 


nV{n) tt'F'(u') 


■> jr f f(a + ëy/-l) _ 

" ' J (’ot • h € V 7 - - ») -F = v'— I.) 

_ c' ) , ) 

(oc'-l- c' - l) c' ^ — I ) j 


I 


11 , a'. . . . désignant les racines réelles do l'équation 
(•.il j) F(.rj - <> 


qui ont des valeurs numériques pins petites que l'unité, et a -f- o v /—i, 
yj —(— o' — i, . . . les racines imaginaires dans lesquelles le module 1 est 
inférieur à l’imité, et le coefficient de ^— i positif. Pour obtenir cette 
formule, il suffit de poser dans les équations ( et (•>. f ) 




JM.. 

./• FO) 
P’— °' 


P H \\ \ - i \ i mii/)), 

7 r, /•’ —• < ). /•"— i . 


et. do remplacer ensuite 


r'\ nn 

J n lr?(n 


f(- /•) i 
/■ i ? (- /■;) 


tir 


[>ar 



Hr) 
r F (/') 


tir. 


.T'avais appliqué cette même formule à la résolution de l’équation (26), 
et j’en avais tirer plusieurs autres, parmi lesquelles je citerai la suivante 


(o> 


f(e/O“0 




dp ~ t . f ( d ) H- V'- 


L ; 


f(r) 


dr 


où a représente un nombre inférieur à l'unité. On conclut aisément de 


(1) Un extrait du Mémoire que j’ai présenté sur ce sujet à l’Académie royale des 
Sciences, le :>.i novembre 1819, se trouve imprimé dans l’analyse des travaux de 
l’Académie, pour la même année. 



M KM OI B E SI! R LES INT KG RALES DEFINIES. 


2% 


celle dernière 


i r' T ' — , ,— x , tt d ,l i{b) 

tJ_ f + t , 8 3 - -- -jjpr 


(> 3 ) 






—- , p \ - 1 , 

/l/i\ — M-*C dp 


ldiiiLdiJi f 

3 71 J__. 


7 clï‘ 




r*C 


- f!\ • - 1 

n/i i'~ I -l- /( r d [), 


m, zi, désignant des nombres entiers, ct&, Ados constantes arbitraires. 

L! est bon de rappeler que dans les formules (n 5 ) et (0,7) la fonction f 
doit être choisie de manière que f(re /M ' - ') ne deviennent pas indéter¬ 
minée ni infinie entre les limites p = 0, p = r,, r — o, /• = 1. Ajoutons 
que chacune de ces formules se divisera en deux autres, lorsqu on 
égalera séparément les parties réelles et les coefficients do y/ 1. O11 
tirera ainsi de la formule (27) 


(29) 


i rU iViZiLh- U= 

( I — a I —ae/n'-i) 


En opérant de môme sur la formule (20), faisant F(V)— 
supposant toujours on trouvera 


(3o) 


i r~( 

)i —//tvn-" 1 — ,/ e—/*✓— 1 


= 71 f(o). 


nr, et 


En supposant, au contraire, tz> 1, on conclurait de la formule (20) 


(3i) 


u: 

u: 


— ae~ pv ~' 
f (g/N—~ï) | 

— a 


Ke 




/—1 


1 — a d 11 

[(e -^ ^ f , 

ï — ae-^C-il 7 I W* 


Enfin, si Ton avait <7 = 1, alors, en appliquant la théorie des intégrales 
singulières à la détermination des intégrales définies que renferment 
les premiers membres des équations ( 3 1 ), on trouverait pour les 




et pour la valeur de leur somme 

(.'>3) ^ Ç { f(<?/'v— >) - ') J dp — r. f(o), 

' *J{\ 

ce qui s’accorde avec la formule (26). Si maintenant l’on ajoute et l’on 
soustrait l’une de l'autre : 1" les deux équations (?a)) et ( 3 <>); 2" les deux 
équations ( 3 1) ; et qu’on remplace ensuite f(V) par f (b -f- /•) on obtiendra 
non seulement les deux formules que M. Poisson a données dans le 
Bulletin de septembre dernier (p. 108), mais encore ces memes 
formules modifiées, comme elles doivent foire dans le cas où l’on 
suppose o l . Au reste les deux formules dont il s’agit et celles qui 
les suivent (p. i 3 q), se déduisent avec la plus grande facilité d’un 
théorème que j’ai donné dans le Mémoire de 1814 (2 0 partie, § 5 ), et 
qui sert à déterminer la valeur de l’intégrale 

J’ J(x)d.r 


lorsque la fonction —1) s’évanouit, quel que soit y, pour 

des valeurs infinies de x, et quel que soit x, pour des valeurs infinies 
positives de j. Ce théorème, dont j’ai fait de nombreuses applications 
dans mes leçons au Collège de France, sera l’objet d’un second article, 
dans lequel je m’occuperai, en outre, de la transformations des inté¬ 
grales singulières ou indéterminées en intégrales définies ordinaires, 
et de l’usage des intégrales singulières dans la sommation des séries. 
En attendant, parmi le grand nombre de formules nouvelles que fournit 
le théorème en question, je citerai l’une des plus simples, savoir : 

(34) / .r. 1 "- 1 sin [ — — h.v ' 


f .r. 1 "- 1 sin ^ • 
J (\ \ 


r + ,r- 


cl, b désignant deux constantes positives dont la première, sans être 
nulle, demeure comprise entre les limites o et 2. 

Dans ce qui précède, nous avons considéré chaque intégrale définie, 
prise entre deux limites réelles, comme n’étant autre chose que la 
somme des valeurs de la différentielle qui correspondent aux diverses 



valeurs réelles de la variable renfermées entre les limites dont il s’agit. 
Cette manière d’envisager une intégrale définie me paraît devoir être 
adoptée de préférence, parce qu’elle convient également à tous les cas, 
même à ceux dans lesquels on ne sait point passer généralement de. la 

fonction placée sous le signe j à la fonction primitive. Elle a, de plus, 

l’avantage de fournir toujours dos valeurs réelles pour les intégrales 
cfui correspondent à des fonctions réelles. Enfin elle permet de séparer 
facilement chaque équation imaginaire en deux équations réelles. Tout 
cela n’aurait plus lieu, si l’on considérait une intégrale définie prise 
entre deux limites réelles, comme nécessairement équivalente à la 
différence des valeurs extrêmes d’une, fonction primitive même discon¬ 
tinue, ou si l’on faisait passer la variable d’une limite à l’autre par une 
série de valeurs imaginaires. Dans ces deux derniers cas on obtiendrait 
souvent, pour les intégrales elles-mêmes, des valeurs imaginaires 
semblables à celle que M. Poisson a donnée pour la suivante : 

co.s ax , 


( Voyez le Journal de VEcole Polytechnique, 18 e Cahier, p, daq.) Si l’on 
applique à cette dernière les méthodes ci-dessus exposées, on trouvera 

pour sa valeur principale — ^rsin«/>, tandis que sa valeur générait 1 , 

considérée comme limite de la somme 


C ' / J ' cosf/,/; r x cos ax. 

J 7^7?- ,u ' + , „7*=nÿ: 

‘'il -'\ -, k-J." 


dx 


sera déterminée par la formule 

C * cos ux dx r. . , , , , 

(.■So) j —- -= —j (cos«o log ni — sium), 

*' O 

m désignant, pour abréger, une constante arbitraire égale au 
rapport —■ 



De cette formule on tire immédiatement les suivantes : 


( ■'!(>) 


rns — 

cos f/.f 



tir 


( COS <t, -Slll //). 


tt 

co.s t/.r —cos — 

.r de 




L .r 


dans lesquelles les fonctions sous le signe. J cessent de passer par 
l'infini entre les limites des intégrations. 

Au reste, il peut arriver qu’à une même intégrale correspondent 
plusieurs fonctions primitives, dont les unes conduisent à des valeurs 
réelles de l’intégrale, les autres à des valeurs imaginaires. Ainsi, par 
exemple, si l’on considère l’intégrale 






on pourra prendre pour fonction primitive 1 , ou la fonction log.r tantôt 
réelle, tantôt imaginaire, ou la fonction - log(ar) supposée toujours 

réelle. La différence des valeurs extrêmes, qui sera imaginaire dans le 
premier cas, oL égale à log(— i), se réduira dans le second à la quan¬ 
tité réelle ^ log( 4 ), ou log(u), laquelle est précisément la valeur 
principale de l’intégrale proposée. 


Post-scriptum. — Il serait facile fie parvenir aux équations (3i) 
et (33), en partant des équations ( 29 ) et, (3o). De plus, lorsque le 
développement de ÎÇv), c’est-à-dire, la série 

f(o) + *f(o) H- yf'(o) -h. ■ • 

est convergent pour toutes les valeurs de m inférieures à l’unité, les 
formules ( 28 ), ( 29 ), (3o), (3i) et(33) se déduisent directement d’un 


théorème de M. Parseval sur la sommation des séries, théorème qu’on 
peut énoncer comme il suit. 

Si Von pose 

(3 7 ) 

et 

(38) 

on aura 

( 3çj) 'J; (..Vf) =. ~ jf {cp (j: ') y\y -h o (•>' (-~r\-- <) e n\ J dp 

o(.reO- 1 )j/( i' e -/V-') dp. 

Ce théorème, que l’on démontre immédiatement par le développement 
des fonctions que renferment les deux membres de l’équation (3p) en 
séries ordonnées suivant les puissances ascendantes des variables x et y, 
se trouve ainsi rigoureusement établi pour toutes les valeurs d’.r et d’y 
qui rendent ces séries convergentes, et par conséquent pour toutes celles 
qui rendent convergentes les séries suivant lesquelles se développent 
o(x) et y(j). Dans le cas particulier où l’on prend x — i, y= î, 
l’équation (3q), multipliée par u se réduit à 

( 4 ‘>) ;; f { ~ ’) 7 ,Q J ~ M l ) -h - l ) y ') } dp. 

On tirera de celle-ci : 

— la première des formules ( 8 ), en posant 

cp(.r) " f(/> h- .3?), Z.{ x ) — x ' l i 

— la seconde, en posant 

cp ( x ) -- e h -'\ y_ ( x ) ~ x ", 

— la formule ( 29 ), en posant 



( cp ( x ) — c/() H— (t \—(- C(^x~ -4-. . ., 

( 5C ( x ^11 “3“ è 1 ■/' + 1 >o x~ -+ . . ., 

cb(Æ') = tt ü b y) -\- (td>\.r H- t/.Jj.j.r ' 1 -i- . . ., 



— la seconda, en posant. 

o(,r) — — f(.r), '/(./•')— - 

— CMiflii la formule (33), en posant 

c?(.r)~ y(.r)=l. 


Je reviendrai à l'équation (3 q) clans un autre article, clans lequel 
j'exposerai, en outre, les diverses méthodes à l'aide desquelles je suis 
parvenu à représenter les racines des équations algébriques ou trans¬ 
cendantes par des intégrales définies. 



RECHERCHES 


SI R L’ÉQUILIBRE ET LE MOUVEMENT INTÉRIEUR 


DES CORPS SOLIDES OU FLUIDES, 
ÉLASTIQUES OU NON ÉLASTIQUES. 


Biillelin <h‘ la Sariâtô P/iilomalu/iie , p. 9-1 3 ; i.SVU 


Ces recherches ont été entreprises à l’occasion (Lun Mémoire publié 
par M. Navier, le i \ août îSm. L’auteur, pour établir l'équation 
d'équilibre du plan élastique, avait considéré deux espèces de forces 
produites, les unes par la dilatation ou la contraction, les autres par la 
flexion de ce même plan. De plus il avait supposé, dans ses calculs, les 
unes et les autres perpendiculaires aux lignes ou aux faces contre 
lesquelles elles s’exercent. Il nie parut que ces deux espèces de forces 
pouvaient, être réduites à une seule, qui devait constamment s'appeler 
tension ou pression, et qui était de la même nature que la pression 
hydrostatique exercée par un fluide en repos contre la surface d’un 
corps solide. Seulement la nouvelle pression ne demeurait pas toujours 
perpendiculaire aux faces qui lui étaient soumises, ni la même dans 
tous les sens en un point donné. En développant cette idée, j’arrivai 
bientôt aux conclusions suivantes. 

Si dans un corps solide élastique, ou non élastique on vient à rendre 
rigide et invariable un petit élément du volume terminé par des faces 
quelconques, ce petit élément éprouvera sur ses différentes faces, et 
en chaque point de chacune d’elles, une pression ou tension déter- 



minée. Cette pression ou tension sera semblable à la pression qu'un 
lluide exerce contre un élément de l'enveloppe d'un corps solide, avec 
cette seule différence, que la pression exercée par un iluide en repos 
contre la surface d’un corps solide, est dirigée perpendiculairement à 
cette surface de dehors en dedans, et indépendante en chaque point de 
l’inclinaison de la surface par rapport aux plans coordonnés, tandis 
que la pression ou tension exercée en un point donné d’un corps solide 
contre un très petit élément de surlace passant par ce point, peut être 
dirigée perpendiculairement ou obliquement à colle surface, tantôt de 
de dehors en dedans, s’il y a condensation, tantôt de dedans en dehors, 
s’il y a dilatation, et. peut dépendre de l’inclinaison de la surface par 
rapport aux plans dont il s'agit. De plus, la pression ou tension 
exercée contre un plan quelconque se déduit très facilement, tant eu 
grandeur qu’on direction, dos pressions ou ((‘lisions exercées contre 
trois plans rectangulaires donnés. J'en étais à ce point, lorsque 
M. Fresnol, venant à me parler des travaux auxquels il se livrait sur la 
lumière, et dont il n’avait encore présenté qu'une partie à l’Institut, 
m’apprit que, de son côté, il avait obtenu sur les lois, suivant lesquelles 
l’élasticité varie dans les diverses directions qui émanent d’un point 
unique, un théorème analogue au mien. Toutefois le théorème dont il 
s’agit était loin de me suffire pour l'objet que je me proposais, dès 
cette époque, de former les équations générales de l’équilibre et du 
mouvement intérieur d’un corps; et c’est uniquement dans ces 
derniers temps que je suis parvenu à établir de nouveaux principes 
propres à me conduire à ce résultat, et que je vais faire connaître. 

Du théorème énoncé plus haut, il résulte que la pression ou tension 
en chaque point est équivalente à l'unité divisée par le rayon vecteur 
d’un ellipsoïde. Aux trois axes de cet. ellipsoïde correspondent trois 
pressions ou tensions que nous nommerons principales, et l’on peut 
démontrer ( 1 ) que chacune d'elles est perpendiculaire au plan contre 
lequel elle s’exerce. Parmi ces pressions ou tensions principales se 

( ] ) La remarque que nous faisons ici s'accorde avec les dernières recherches de 
M. Fresnel (Forez le Bulletin de mai 182?.). 



triquement autour des Crois axes. De plus, la pression ou tension 
normale à chaque plan, c'est-à-dire, laeomposanle, perpendiculaireàun 
plan, de la pression ou tension exercée contre ce plan est réciproque¬ 
ment proportionnelle au carré du rayon vecteur d’un second ellipsoïde. 
Quelquefois ce second ellipsoïde se trouve remplacé par deux hyper- 
boloïdes, l’un à une nappe, l’autre à deux nappes, qui ont le meme 
centre, les mêmes axes, et sont touchés à l’infini par une même surface 
conique du second degré, dont les arêtes indiquent les directions pour 
lesquelles la pression ou tension normale se réduit à zéro. 

Cela posé, si l’on considère un corps solide variable de forme et 
soumis à des forces accélératrices quelconques, pour établir les 
équations d’équilibre de ce corps solide, il suffira d’écrire qu’il y a 
équilibre entre les forces motrices qui sollicitentun élément infiniment 
petit dans le sens des axes coordonnés, et les composantes orthogo¬ 
nales des pressions ou tensions extérieures qui agissent contre les faces 
de cet élément. On obtiendra ainsi trois équations d’équilibre qui 
comprennent, comme cas particulier, celles de l’équilibre des fluides. 
Mais, dans le cas général, ces équations renferment six fonctions 
inconnues des coordonnées ce, y, z. Il reste à déterminer les valeurs de 
ces six inconnues; mais la solution de; ce dernier problème varie 
suivant la nature du corps et son élasticité plus ou moins parfaite. 
Expliquons maintenant comment on parvient à le résoudre pour les 
corps élastiques. 

Lorsqu’un corps élastique est en équilibre en vertu de forces accé¬ 
lératrices quelconques, on doit supposer chaque molécule déplacée de 
la position qu’elle occupait quand le corps était à son état naturel. En 
vertu des déplacements de cette espèce, il y a autour de chaque point 
des condensations ou des dilatations différentes dans les différentes 
directions. Or il est clair que chaque dilatation produit une tension, et 
chaque condensation une pression. De plus, je démontre que les 
diverses condensations ou dilatations autour d’un point, diminuées ou 



augmentées de l'unité, deviennent égales, au signe près, aux rayons 
vecteurs d’un ellipsoïde. J’appelle condensations ou dilatations princi¬ 
pales celles qui ont lieu suivant les axes de cet ellipsoïde, autour 
desquels toutes les autres se trouvent symétriquement distribuées 
Cela posé, il est clair que dans un solide élastique, les tensions ou 
pressions dépendant uniquement des condensations ou dilatations, les 
tensions ou pressions principales seront dirigées dans les memes sens 
que les condensations ou dilatations principales. Déplus, il est naturel 
de supposer, du moins quand les déplacements des molécules sont 
très petits, que les tensions ou pressions principales sont respecti¬ 
vement proportionnelles aux condensations ou dilatations principales. 
En admettant ce principe, on arrive immédiatement aux équations de 
l’équilibre d'un corps élastique, Dans le cas des déplacements très 
petits, la composante, perpendiculaire à un plan, de la pression ou 
tension exercée eontre ce plan, conserve toujours le meme rapport 
avec la condensation ou dilatation qui a lieu dans le sens de cette 
composante, et les formules d’équilibre se réduisent à quatre équations 
aux différences partielles dont l’une détermine séparément la conden¬ 
sation ou la dilatation du volume, tandis que chacune des autres sert à 
fixer le déplacement parallèle à l’un des axes coordonnés. 

Les équations d’équilibre d’un corps élastique étant formées, il est 
aisé d'en déduire par les méthodes ordinaires les équations du mouve¬ 
ment. Ces dernières sont encore au nombre de quatre, et chacune 
d’elles est une équation linéaire aux différences partielles avec un 
dernier terme variable. Elles s'intégrent par les méthodes exposées 
dans notre précédent Mémoire. L’une de ces équations renferme seu¬ 
lement l’inconnue qui représente la condensation ou la dilatation du 
volume. Dans le cas particulier où la force accélératrice devient cons¬ 
tante et conserve partout la meme direction, cette équation se réduit à 
celle qui détermine la propagation du son dans l'air, avec la seule 
différence, que la constante qu'elle renferme, au lieu de dépendre de la 
hauteur de l'atmosphère supposée homogène, dépend de la dilatation 
ou condensation linéaire d'un corps sous une pression donnée. On doit 
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en conclure que la vitesse du son dans un solide élastique est cons¬ 
eille, comme dans l'air, mais varie d’un corps à l’autre suivant la 
matière dont il se compose. Cette constance est d’autant plus remar¬ 
quable, que les déplacements des molécules considérés successivement 
dans les lluides et les solides élastiques suivent des lois différentes. 

Mon Mémoire se termine par la formation des équations du mouve¬ 
ment intérieur des corps solides entièrement dépourvus d’élasticité. 
Pour y parvenir, il suffit de supposer que dans ces corps les pressions 
ou tensions autour d’un point en mouvement ne dépendent plus des 
condensations ou dilatations totales qui correspondent aux déplaec- 
cemonts absolus comptés à partir des positions initiales des molécules, 
mais seulement, à la lin d’un temps quelconque, des condensations ou 
dilatations très petites qui correspondent aux déplacements respectifs 
des différents points pendant un instant très court. On trouve alors 
que la condensation du volume, est déterminée par une équation 
semblable à celle de la chaleur, ce qui établit une analogie remar¬ 
quable entre la propagation du calorique et la propagation des vibra¬ 
tions d’un corps entièrement dépourvu d’élasticité. 

Dans un autre Mémoire, je donnerai l’application des formules que 
j’ai obtenues à la théorie des plaques et des lames élastiques. 



NOTE 

SUR UN THÉORÈME D’ANALYSE. 


Bulletin de lu Société Philomatique p. 117-12?.; iS? 4 - 


Théorème. — Soient 

( 1 ) f ( x ) ■=. k(x — a) (x — h ) ( a :— kiv’" - 4- l x" l ~' -1- . . . 4- p x -f- <] 

et 

( 2 ) F(. 7 ;) rr K(,r — A) {x — 13) (X — (!) . . Lx' 1 'H-. • -H- P.r -4- < v >, 

deux polynômes en x, le premier du de pré m } le second du degré n; soit 
d'ailleurs R une quantité constante. On pourra toujours former deux 
autres polynômes u } c ; le premier du degré n — 1 , le second du 
degré m — 1 , et qui seront propres à vérifier l'équation 

(3) u. f( x ) -f- rF( x ) = R. 


Démonstration. — En vertu de lu formule d’interpolation de 
Lagrange, la somme des produits de la forme 

Ikdù- j?/ 

K (■*' — h ) ('*■ — c ) • • • i- r — A ) (■*' — B ) i' r — E). • ■ , X — q 

{a — b) (a — c.) — A) {a — B) (a — C) . . . f(w) F (a) 

et des produits de la forme 

p (x — u) (x — b) (x — c) . . . ( x — B) (x — C) . . . _ ' ’ x. — À 

( A — a) ( A — b ) ( A - c)... ( A - B ) ( A — G) . . . l'( A) F' ( A) ’ 

sera équivalente à R. Par conséquent on vérifiera f équation (3) en 
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Nota. — Si Ton voulait, déterminer directement les polynômes u 
tx de manière à vérifier Y équation (3), et en réduisant leurs degrés 
ux plus petits nombres possibles, il suffirait d’observer qu’en vertu 
e cette équation f on doit avoir 


i H n H 

pour x = A, u = jjjj ; pour x = B, u = etc.; 

K , H 

\>Q\ivx=a, '• = P our æ ~ b ’ F(7^ ; ctc * 


On connaît donc n valeurs différentes de u, et m valeurs différentes 
e v. Cela posé, les polynômes les plus simples que f on puisse prendre 
>our u et e devront être en général le premier du degré n — i, le 
econd du degré m — i, et si on les détermine, par la formule de 
-agrange, à l'aide des valeurs particulières que nous venons d’obtenir, 
n retrouvera précisément les équations (4) et (5). 


Corollaire I. — Supposons que l’on prenne 

6) R = k' n K n (a — À) (a — B) (a — C).. . (b — À) 

x (ô — B)(6 — C).. .(c — A)(c-B) (c-C)... 

u, ce qui revient au meme, 

7) R = Â-'”F(a)F(£) F(c).. .= (—ï)»'«K»f(A)f(B)f(C).... 

<e premier des deux produits 

F(tf.) F(6)F(c)..., f(A) f(B) f(C)... 

era évidemment une fonction entière et symétrique des racines de 


l’équation i‘(a;) = u, et par conséquent une fonction entière des 

quantités K, L, . . ., P, Q, y •••> tandis que le second sera une 

fonction entière des quantités k, l, . . .,p, q; 5 ' ‘ * 5 K 5 K * ^ os conc ^~ 

tions ne peuvent être remplies simultanément qu'autant que la valeur 
de R déterminée par la formule (7) est une fonction entière des 
quantités k, l, . . ., p, q; K, L, . . ., P, Q. Ajoutons que, si Pou adopte 
cette valeur de H, les équations ( 4 ) et ( 5 ) se réduisent à 

(S) u = (—i)» ,n K. n 

( i'( b ) i'( c ) f ( d )... ( p —- ( :.) I 

X (A — B) (A— C)(A — D)...(B — (J) (B — D)...(C — JD)... ’ 
<F(ô)F(c)F(d)...(6- c ) ) 

/ , __ ( X (b — cl) . . . (c — d) . . . (./; — b) {x — c.) {x — d ), ■ ■ -h • • • j . 

' 1 (a — b) (a — c.) {a — d) . . . {b — c) (b — cl) ... (c — d) . . . 

Or les deux termes de la fraction que renferme l’équation (8) sont des 
fonctions alternées des quantités A, B, C, D, . . ., c’est-à-dire des fonc¬ 
tions qui obtiennent des valeurs alternativement positives et négatives, 
mais toutes égales, au signe près, lorsqu'on échange ces quantités 
entre elles. De plus, la fonction alternée qui représente le dénomi¬ 
nateur, étant la plus simple de son espèce, divisera celle qui forme le 
numérateur (voyez la première partie du Cours de VÉcole Polytech¬ 
nique, p. 70). Il en résulte que le rapport^ sera une fonction symé¬ 
trique et entière des racines de l'équation F(a?) = o. Donc, par suite, 

L P O 

u sera une fonction entière des quantités k, l, q\ K, ^ k’ R’ 

et de la variable x. Par la meme raison 9 sera une fonction entière des 

quantités K, L, . . ., P, Q; k, j, •• •, j, et de la variable x. On doit 

en conclure que u et 9 seront équivalents ou à deux fonctions entières 

des quantités x, k, l . p , <7; K, L.P, Q; ou a deux semblables 

fonctions divisées, la première par une puissance K, la seconde par une 
puissance de k. Or R désignant déjà une fonction entière des quantités 






-, l, . . ., p, q; K, L, . . ., P, Q, et les quantités u, v devant satisfaire à 
'équation ( 3 ), la seconde supposition ne saurait être admise. Donc, si 
'on attribue à 11 la valeur fournie par l’équation (6) ou (7), 11, // et e 
eronl des fonctions entières des quantités k, l, . . ., p, q; K, L, . . 

\ Q, et de la variable x, qui entrera seulement dans u et v. De plus, il 
st aisé de voir que, dans ces fonctions entières, les coefficients numé- 
iques seront toujours des nombres entiers. 

Corollaire 11 . — Dans le cas où Ton suppose, f: = \, K = j, les 
‘•quations ((>) et (7) se réduisent aux suivantes : 

10) R — (a — .V) O — B) [a — C). . . 

x {b - A) {b - R) {b — ( 1 ). .. (c — A ) {c - B) (c — C) . .., 

11) R =r F(< 7 .) F(b) F(f..j. . . — (— 1)""' f(A) f(P,)f(C). 

ie cas particulier, auquel on ramène facilement tous les autres, est 
>elui que nous avons considéré dans le Mémoire présenté à l’Institut le 
52 février 1824. 


Corollaire III. — Pour que les deux polynômes (‘(A;), V(x) se 
diangent en deux fonctions entières de xcXy, la première du degré m, 
a seconde du degré n, il est nécessaire et il suffit que les quantités /*, 
, . . ., jj, q et K, L, . . ., P, Q deviennent des fonctions entières de y, 
les degrés représentés par les nombres o, 1, .. ., m — 1, m, et par les 
îombres o, 1, . . ., n — t, n. Alors, les rapports 

L v CL h _P_ 

•ÿf ■ 1 r/}t ^ 1 '// 


e réduisant à des quantités finies pour des valeurs infinies de j, on 
)ourra en dire autant des valeurs de x propres à vérifier les deux 
équations 


k;V' n -\ --f- 

y 


P ( ! 

. • -I- - —- .V + — r:0 


K #' 1 H - x n -i _j_ 

y 


P Q 

* + p = °> 


nui ij uuu i u in u .v a l i oj^ 


ou./ 


r/est-à-dire des rapports 

((■ b r A H C 

— , —, —, , , , ..., 

J' .r .y 

et du suivant 


il _ ii/ A\ /u 

ÿTnn l v — vAr 


X 


h 

y 


A ' 


f 


A 

, r 


H 

H 


r 



^ C \ / r; A 

r y / \ r y 


r ___ B 
>' J 


c 


J 



Cela posé, la valeur de K, fournie par l'équation (6) ou (3), sera 
évidemment une fonction entière de y, d'un degré inférieur ou tout au 
plus égal au produit mn. De plus, si dans cette hypothèse ou 
écrit f (x, y), F (a?, y) au lieu de f(a?) et de F(o?), la formule ( 3 ) 
deviendra 

(12) u. f(^‘, y) -+• c F (a 1 , y) = R, 


et il est clair que toutes les valeurs de y, qui permettront de vérifier 
simultanément les équations 

(l 3 ) f(.r, J) = u, F(.r, j) = o, 

devront satisfaire à l’équation 
( i d ) U — o. 


Corollaire IV. — Il suit du corollaire précédent, qu'étant données 
deux équations algébriques en x et y, l’une du degré m, l'autre du 
degré n, on pourra toujours en déduire, par l’élimination de x, une 
équation en y, dont le degré sera tout au plus égal au produit mn. De 
plus, 011 formera aisément le premier membre de l'équation en y, par 
la méthode fondée sur la considération des fonctions symétriques. 

Corollaire V. — Lorsque les quantités k, l, .. .,p, g; IC, L, . . ., P, 
Q, c’est-à-dire les coefficients des deux polynômes f(.x) et F(a?) se 
réduisent, au signe près, à des nombres entiers, on peut en dire autant 
des coefficients des fonctions u et r déterminées par les formules (8) 
et (9); et la valeur numérique de la quantité H, donnée par l'équa- 


tion (6) ou (7), est pareillement un nombre entier. Dans ce cas, si une 
meme valeur entière de x rend les polynômes f(a?) et F(a?) divisibles 
par un certain nombre p, on conclura de la formule ( 3 ) que p est un 
diviseur entier de b. En d’autres termes, si l’on adopte ia notation de 
M. Gauss, les formules 

(1 5 ) f(.z-) = o (mod./)) el F(.r)rro (mod./>) 

entraîneront la suivante 

(16) R == 0 (rnod .p). 

A l’aide de cette dernière formule, 011 déterminera facilement tous les 
nombres entiers qui pourront être communs diviseurs des deux poly¬ 
nômes f(a?) et F(a?). Le plus grand de ces nombres entiers, ou le plus 
grand commun diviseur entier des deux polynômes, sera précisément 
la valeur numérique de R. Si cette valeur numérique se réduit à l’unité, 
les deux polynômes n’auront jamais de communs diviseurs; ils en 
auront une infinité, si elle se réduit à zéro. 

Corollaire VT. — A l’aide des principes ci-dessus établis, on prou¬ 
verait aisément que, si l’on donne plusieurs fonctions entières de x,y, 
z, . . . dont le nombre surpasse d’une unité celui des variables qu’elles 
renferment, et dont les coefficients soient entiers, on pourra former 
un nombre entier qui sera divisible par les diviseurs communs de tous 
ces polynômes. Si l’on considère en particulier trois polynômes de, la 
forme 

(17) et [(y), 

on trouvera que le plus grand nombre entier qui puisse les diviser 
simultanément est égal, au signe près, à la valeur de R déterminée par 
l’équation 

(18) R = F (a, a)F(«, ô)F(«, c) .. . 

xF(J, ci)F(b, &)F(A c)...F(c, a)F(c, ô)F(c, r)..., 




fl, b, c, ... désignant les racines de l’équation î(x) 



Corollaire VIL — Tout nombre premier p, divisant nécessairement 
le binôme 

, . „ ( 27: ,- . nz \ 

(iq) — a: = ,r x — cos-v'— i sm - 

\ P - 1 P ~ 1 J 

( 4^ /- . ir. \ . 

X J' — cos-U— i sm- • • • (,r — n, 

V p — i s p — i J 

quelle que soit la valeur entière de x, il suit du corollaire Y, que tout 
diviseur premier/» d’un polynôme F(#), divisera le produit 

( 20 ) R — F(o)Ff cos —— h \/-i si h ■ " ~' T: — ^ 

V P ~ 1 P ~ 1 / 

X F^cos -h \J— i siu —4 — ^ ... F(i) 

\ P ~ 1 P - 1 J 

qui peut être présenté sous la forme 

(21) R — dzABC . .. (A*- 1 — I) (BP- 1 —I) (O- 1 — I).. 

lorsque, le coefficient du premier terme de F(#) se réduisant à l'unité, 
Ton désigne par A, B, C, ... les racines de l'équation F(a?) = o, Si 

Ton suppose en particulier F (a?) = (n étant un nombre premier 

quelconque), on trouvera R = o ou R = ±2, suivant que p sera ou 
ne sera pas de la forme de nx H- i. Donc les nombres premiers impairs 
de cette forme sont les seuls qui puissent diviser le binôme ^"+i, 
sans diviser x-\~i. Cette proposition était déjà connue. 

Corollaire VIII. — Tout nombre premier p, divisant les deux 
binômes x p — x, et y 11 — y, quelles que soient les valeurs entières de# 
et j, ne pourra diviser le polynôme F(#, y), sans diviser le nombre 
qui représente, au signe près, le second membre de l'équation (18), 
dans le cas où Ton prend pour a, b, c. ... les racines de l'équation 

X p — X—O. 

On pourrait étendre considérablement les applications du théorème 
qui fait l'objet de cette Note; mais nous nous bornerons, pour le 
moment à celles que nous venons d'indiquer. 


SUR 

LE SYSTÈME DES VALEURS QU’IL FAUT ATTRIBUER 
A DEUX ÉLÉMENTS DÉTERMINÉS 


PAR UN GRAND NOMBRE D’OBSERVATIONS 
POUR QUE LA PLUS GRANDE DE TOUTES LES ERREURS, 
ABSTRACTION FAITE DU SIGNE, 

DEVIENNE UN MINIMUM. 


Bulletin de la Société Philomatique, p. 92-99 ; 1824. 


Supposons qu’on ait déjà une valeur approchée des deux éléments 
que l’on considère. Désignons par la variable x la correction qui doit 
affecter le premier élément, et par la variable y la correction qu’il faut 
apporter au second. Parmi les diverses hypothèses qu’on pourra faire 
sur les valeurs d’æ et d’y, une seule satisfera à la première des observa¬ 
tions données; et, pour toute autre hypothèse, l’erreur de cette 
observation sera désignée par une fonction d’a? et d’y, dans laquelle, vu 
la petitesse supposée des corrections à faire, on pourra négliger les 
puissances des variables supérieures à la première. En général, quel 
que soit le nombre des observations données, leurs erreurs respec¬ 
tives pourront être représentées par autant de polynômes du premier 
degré en x et y. Soient 


(t\ -f- bi x -+- C\ y — Cj, 
a.. H- b., x -+- Ci y — e a , 



faite du signe, devienne un minimum; el si l’on fait 

- - d | b\ - r'i y zrz u n 

— a-, — b.,- r., )’ — c /H 2 , 

— ^2/1 ; 

il est évident qu’il suffira de chercher le système des valeurs d’u-* et d’/, 
pour lequel celui des polynômes ey, c s , . . ., e n , e n+i , e H+ii , . . ., e 3ll , 
qui aura la plus grande valeur positive, deviendra un minimum. 

La méthode ( l ) que nous avons proposée pour la solution du pro¬ 
blème analogue relatif à un nombre quelconque d’éléments, se réduit 
dans le cas présent à ce qui suit. 

i° On commencera par supposer dans tous les éléments à la fois 
l’une des variables milles, par exemple, y=o, et l’on déterminera 
l’autre variable x de manière que le plus grand des polynômes, qui 
auront une valeur positive, soit un minimum. Soit a la valeur d’.r 
ainsi déterminée. Pour le système de valeurs 

.rnza, r — o 

deux polynômes e p , c, t deviendront supérieurs à tous les autres, et par 
suite le système dont il s’agit satisfera à l’équation 

e v C 'l 

il est d’ailleurs facile de prouver que, dans les deux polynômes a,,, e, n 
les coefficients d’u? seront nécessairement de signes contraires. 

2 0 O11 examinera si, pour faire diminuer la valeur commune des 
deux polynômes e,„ e, r il faut faire croître ou diminuer y. 

d° Supposons que pour faire diminuer la valeur commune des deux 

t 1 ) Colle méthode élail l’objet du Mémoire que j’ai présenté à l’Institut le 28 février 1814, 
et pour lequel MM. Laplace et Poisson ont été nommés commissaires. C’est- même sur la 
demande de ces deux commissaires que le présent extrait avait été rédigé. 
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polynômes e p , e q on soit obligé de faire croître y, on cherchera parmi 
tous les polynômes restants un troisième polynôme tel, qu’en égalant 
ce dernier polynôme aux deux premiers, on obtienne pour y la plus 
petite valeur positive possible. Soit e r le troisième polynôme dont il 
s’agit. L’équation double 

Cp - (*q - C,' 

déterminera pour x et y un nouveau système de valeurs que je repré¬ 
senterai par 

æ=za. x , y — g,; 

et ce système pourra être celui qui doit résoudre la question proposée. 

Il la résoudra effectivement, si pour des valeurs de y supérieures à£ 4 
le polynôme e r égalé à celui des polynômes e p , e q , où le coefficient d’x 
a un signe contraire, devient supérieur à la valeur commune des trois 
polynômes e p , e q> e r correspondant au système 

# = <*!, y = 6 t . 

Dans le cas contraire, soit e q celui des deux polynômes e p , e q où le 
coefficient d’œ est le signe opposé au coefficient de la même variable 
dans e r : on cherchera un nouveau polynôme e s tel que l’équation 
double 

détermine la plus petite valeur positive possible dey — Alors on 
obtiendra un nouveau système de valeurs d’x et d’y, que je désignerai 
par 

et qui pourra résoudre dans beaucoup de cas la question proposée. 

En continuant de même, on essayera successivement plusieurs sys¬ 
tèmes de valeurs d’x et d’y. Pour chacun de ces systèmes trois poly¬ 
nômes au moins deviendront à la fois positifs, égaux entre eux et 


ce uermer iiuinnre. 

Pour y parvenir, il est nécessaire d'observer que, si Ton donne aux 
deux variables a .; et y des valeurs déterminées, on pourra former rela¬ 
tivement au système de ces valeurs, trois hypothèses différentes. En 
effet il pourra se faire ; i° que pour le système dont il s’agit un seul 
polynôme devienne supérieur à tous les autres; que deux poly¬ 
nômes e p , e f/ deviennent égaux entre eux et supérieurs à tous les 
autres; 3 ° que trois polynômes au moins e p , e q , e,. soient égaux entre 
eux et supérieurs à tous les autres. Si la première hypothèse a lieu, 
elle subsistera encore, lorsqu’on fera varier séparément x et y entre 
certaines limites. Si la seconde hypothèse a lieu, elle subsistera encore, 
lorsqu’on fera varier x et y entre certaines limites, de manière toute¬ 
fois que l’équation e p —e q soif toujours satisfaite. Mais si la troisième 
hypothèse a lieu, elle subsistera uniquement pour le système de 
valeurs d’x et dy déterminé par l’équation double 

6 p — 6,j^z E r . 

Suivant que 1 ’un ou l’autre de ces trois cas aura lieu, je dirai que le 
système donné est du premier, du second ou du troisième ordre. Cela 
posé, les théorèmes 4 °, 5 °, 9° et io ( ’ du Mémoire présenté à l’Institut, 
suffiront pour déterminer la limite du nombre d’essais qu’on sera 
obligé de faire, dans le cas où l’on ne considère que deux éléments. 
Nous allons réduire ces quatre théorèmes à ce qu’ils doivent être dans 
le cas particulier dont il s’agit. 

Théorème IV. — Si Von passe successivement en revue tous les systèmes 
possibles de valeurs d'x et d'y, on trouvera que les systèmes du premier 
ordre ont pour limites respectives les systèmes du second ordre, et que 
ceux-ci ont eux-mêmes pour limites les systèmes du troisième ordre. 

Démonstration. — Comme pour chaque système de valeurs d’x 
et d j il est nécessaire qu’au moins un polynôme surpasse tous les 
autres, les divers systèmes de valeurs d’x et d’y se trouveront répartis 



par groupes, si je puis m’exprimer ainsi, entre les divers polynômes 
donnés. Dans quelques-uns de ees groupes les valeurs des variables 
resteront toujours finies, dans d’autres elles pourront s’étendre à 
l’infini. De plus, comme on 11e pourra sortir d’un groupe sans passer 
dans un autre, on rencontrera nécessairement dans ce passage des 
systèmes pour lesquels deux polynômes à la fois deviendront supérieurs 
à tous les autres. Ainsi les systèmes du second ordre serviront de 
limites respectives aux différents groupes entre lesquels se Irouveront 
répartis les systèmes du premier ordre. 

Considérons maintenant un système quelconque du second ordre, 
par exemple, un de ceux pour lesquels les deux polynômes e p , e lf 
deviennent à la fois égaux entre eux et supérieurs à tous les autres. Si 
l’on fait varier en meme temps x et y, mais de manière à laisser tou¬ 
jours subsister l’équation e p =e tJ , on obtiendra, du moins entre 
certaines limites, de nouveaux systèmes du second ordre semblables à 
celui que l’on considère, et pour chacun de ces systèmes la valeur 
commune des deux polynômes e q sera supérieure à celle de tous les 
autres polynômes. Mais si l’on fait croître ou décroître l’une des 
variables, y par exemple, d’une manière continue, il arrivera un 
moment où les deux polynômes e p , e q se trouveront égalés par un troi¬ 
sième. Ainsi la série des systèmes du second ordre qui correspondent 
à une même équation entre deux polynômes donnés, aura en général 
pour limites deux combinaisons du troisième ordre, l’une de eus 
limites étant relative à des valeurs constantes de y, et l’autre à des 
valeurs décroissantes de la même variable. Il peut néanmoins arriver 
que l’une, de ces deux limites s’éloigne jusqu’à l’infini, 

Remarque. — Il est facile de donner au théorème précédent une 
interprétation géométrique. En effet, concevons que les divers 
polynômes 

<?i, <"%, • • •, a ni e, H .|, ^/f.t-2) • • • 1 eini 

tous du premier dégré en x et y, représentent les ordonnées d’autant, 
de plans différents les uns des autres, et que l’on ait seulement égard 


à la portion de chacun clc ces plans qui, pour certaines valeurs d'a? 
et d’y, devient supérieure à tous les autres. Les portions des divers 
plans qui jouissent de cette propriété formeront un polyèdre convexe 
ouvert dans sa partie supérieure ; et, si par lin point quelconque du 
plan des x,y on élève une ordonnée, cette ordonnée rencontrera une 
lace, une arête, ou un sommet du polyèdre, suivant que le système de 
valeurs (ïx et d’y qui détermine le pied de l'ordonnée sera du premier, 
du second ou du troisième ordre. Cela posé, le théorème précédent se 
réduit à dire que les projections des faces du polyèdre ont pour limites 
les projections des arêtes, et que celles-ci ont elles-mêmes pour limites 
les projections des sommets. 

Théorème Y. — Si au nombre des groupes formés par les systèmes du 
premier ordre on ajoute le nombre des systèmes du tj'oisième ordre , la 
somme surpassera d’une unité le nombre des séries formées par les divers 
systèmes du second ordre. 

Démonstration. — Il suit du théorème précédent : i" que les groupes 
formés par les divers systèmes du premier ordre ont pour limites les 
systèmes du second ordre; 2° que les systèmes du second ordre qui 
servent de limites à un même groupe de systèmes du premier ordre, 
sont partagés en plusieurs séries, dont chacune a elle-même pour 
limites deux systèmes du troisième ordre, à moins toutefois, qu'une de 
ces limites ne s'éloigne vers l'infini. Si donc on augmente d'une unité 
le nombre des systèmes du troisième ordre pour tenir lieu des limites 
qui divergent vers l'infini, on se trouvera placé dans des circonstances 
tout à fait semblables à celle qui auraient lieu si les systèmes du 
premier et du second ordre ne pouvaient s’étendre qu'à des valeurs 
finies à’x et d’y. Soient maintenant 

Mt le nombre des groupes formés par les systèmes du premier ordre; 

M a le nombre des séries formées par les systèmes du second ordre; 

M ;i le nombre des systèmes du troisième ordre; 

M 3 + i sera ce dernier nombre augmenté de l'unité; et, pour 



3J 8 S U R L A. R É I) U C T10 N !) E S E R R E l II S I ) ' O B S E R V Al’ 10 IN 
démontrer le théorème ci-dessus énoncé, il suffira de voir que l’on a 
( 3 ) 

On y parvient facilement comme il suit. 

Nous avons déjà remarqué qu’à chaque système du premier ordre 
correspondait un polynôme supérieur à tous les autres; à chaque sys¬ 
tème du second ordre, deux polynômes supérieurs à tous les autres; et 
à chaque système du troisième ordre, trois ou un plus grand nombre de 
polynômes supérieurs à tous les autres. Cela posé, il sera facile de voir 
que, si les systèmes du premier ordre qui correspondent au polynôme e p 
ne peuvent s'étendre à des valeurs infinies d’a? et d’y, les séries de sys¬ 
tèmes du second ordre correspondant à ce même polynôme seront en 
nombre égal à celui des systèmes du troisième ordre qui lui servent de 
limites. Car chaque série de systèmes du second ordre aura nécessaire¬ 
ment pour limites deux systèmes du troisième ordre, et réciproquement 
chacun de ces derniers servira de limites à deux séries de systèmes du 
second. Soit maintenant e (J un polynôme qui, conjointement avec le 
polynôme e p , corresponde à une série de systèmes du second ordre; et 
supposons encore que les systèmes du premier ordre qui correspondent 
au polynôme e q ne puissent s’étendre à l’infini, les système du troisième 
ordre qui correspondront à la fois aux deux polynômes e p , e,, seront au 
nombre de deux. Par suite le nombre des séries de systèmes du second 
ordre, qui correspondront au polynôme e tJ sans correspondre au poly¬ 
nôme e p , surpassera d’une unité le nombre des systèmes du troisième 
ordre, qui correspondront au premier polynôme sans correspondre au 
second : d’où il est aisé de conclure que le nombre des séries de sys¬ 
tèmes du second ordre qui correspondront à fun des polynômes c,,, c,,, 
surpassera d’une unité le nombre des systèmes du troisième ordre 
correspondant à ces mêmes polynômes. En général désignons sous le 



lesquels les valeurs des variables ne puissent s’étendre à l’infini. On 
fera voir, par des raisonnements semblables aux précédents : i" que le 
nombre des séries de systèmes du second ordre correspondant à l’un 
des trois polynômes e p , e q , e r , surpasse de deux unités le nombre des 
systèmes du troisième ordre qui leur correspondent; 2" que le nombre 
des séries de systèmes du second ordre qui correspondent à l’un des 
quatre polynômes e p , e, r e r , e s . surpasse de trois unités le nombre des 
systèmes du troisième ordre correspondant à ces mêmes poly¬ 
nômes, etc. Si donc l’on désigne : 

— par Ni le nombre des polynômes e p , e, r c r , e s . e t , ... ; 

— par N 2 le nombre des séries de systèmes du second ordre qui 
correspondent à l’un d’eux; 

— par N s le nombre des systèmes du troisième ordre qui corres¬ 
pondent à l’un de ces memes polynômes, on aura généralement 

No=: M : , H- W| — I, 

OU 

(6) N, -t- N 3 = lM a -t- 1 . 

D’ailleurs, si l’on suppose que la série c p , c q , e r , e x , c n . .., renferme, 
tous les polynômes donnés, à l’exception d’un seul, et que l’on veuille 
passer de l’hypothèse où quelques systèmes du premier et du second 
ordre s’étendent à l’infini, à celle dans laquelle tous les systèmes ne 
pourraient s’étendre qu’à des valeurs finies d’a? et d’y, il faudra faire 

N t = M t -i, 

N,—M a , 

I. 

Cela posé, l’équation (6) deviendra 

]\I| —|— M3 -—- IVIg —1~ 1 . 

C. Q. F. D. 


Remarque. — Le théorème précédent peut s’interpréter, en 
Géométrie, de la manière suivante. 



Dans nn polyèdre ouvert par sa partie supérieure, la somme faite du 
lombre des faces et du nombre des sommets surpasse d’une unité le 
t ombre des arêtes. 

Pour déduire cette proposition du théorème d’Euler, il suffit de 
ïonsidérer un polyèdre fermé, et de concevoir que dans ce polyèdre 
es diverses arêtes qui concourent à un même sommet pris dans la 
lartie supérieure, s'écartent l’une de l’autre et divergent vers l'infini. 

Théorème IX. — Chaque système du troisième ordre sert de Limite au 
7 loin s à trois séries de systèmes du second ordre. 

Démonstration. — En effet, chaque système du troisième ordre 
.‘orrespond au moins à trois polynômes e p , c tJ , e r , .... De plus, parmi 
les séries de systèmes du second ordre qui correspondent à l’un de ces 
mlynomes, il y en a toujours nécessairement deux qui ont pour limite 
commune le système du troisième ordre que l’on considère; et récipro¬ 
quement les séries de systèmes du second ordre, qui ont ce dernier 
mur limite, correspondent toujours à deux des polynômes dont il 
s’agit. Par suite le nombre de ces séries est toujours égal à celui des 
polynômes e p , e t/ , c, .il est donc au moins égal h 3 . 

Interprétation géométrique. — Trois arêtes au moins d’un polyèdre 
se réunissent toujours à chacun de ses sommets. 

Corollaire. — Soit toujours M 3 le nombre des systèmes du troisième 
ordre, et M* le nombre des séries formées par les systèmes du second 
ordre. Puisque chaque système du troisième ordre sert de limite au 
moins à trois séries de systèmes du second ordre, et que chaque série 
a pour limites un seul ou tout au plus deux systèmes du troisième ordre, 
on aura nécessairement 

3M : , ■< 2 Mo. 

Cette inégalité, jointe à l’équation ( 3 ) suffit, comme on va le voir, 
pour déterminer une limite du nombre d’essais qu’exige la méthode 
proposée. 


TirûouÈMi-; X. — Le nombre d'essais qu'exige la méthode proposée ne 
surpasse jamais le double du nombre des polynômes qui peuvent devenir 
supérieurs à tous les autres. 

Démonstration. — En elfet, le nombre d’essais qu'exige la méthode 
proposée ne surpasse jamais le nombre des systèmes du troisième 
ordre désigné ci-dessus par M 3 . D’ailleurs le nombre des polynômes 
qui peuvent devenir supérieurs à tous les autres, est égal au nombre 
des systèmes du premier ordre désigné par M,. Il suffira donc de faire 
voir qu’on a toujours 

M-, < •>, M 


Or on a, en vertu de l’équation (3), 

(3) MoH-iztWh-iM,, 

et, en vertu du théorème 

M-j h- b]\i,< m.,. 

O, 


En ajoutant, membre à membre, cette dernière inégalité à l’équation (3), 
on aura 

H- — i\l :, < JV 11 , 

2 

et par suite 

M;i < ‘.î ( M ! - I ) < M | . 

c. y. F. i). 

Interprétation géométrique. — Dans un polyèdre ouvert par sa partie 
supérieure, le nombre des sommets ne peut surpasser le double du 
nombre des faces. 

Corollaire. — Comme le nombre des polynômes qui peuvent devenir 
supérieurs à tous les autres est tout au plus égal au nombre des poly¬ 
nômes que l’on considère, c’est-à-dire, au double du nombre des 


lui h îjiv ju'iWi u i iw i .1/ la u ijiui iju no i f \/uniju > aj lwh. 


avalions, le nombre d'essais qu’exige la méthode proposée ne peut 
is surpasser le quadruple du nombre des observations. Ainsi la 
e du nombre des essais est simplement proportionnelle au nombre 
observations données. 


MÉMOIRE 

SUR LE CHOC DES CORPS ÉLASTIQUES ( ). 


Bulletin de la Société Philomatique , p. 180-18-2 ; 1826. 


Dans un Mémoire présenté à l’Académie en 1822, j’ai donné les 
équations aux différences partielles qui déterminent les mouvements 
vibratoires des corps solides élastiques ou non élastiques. Dans le 
nouveau Mémoire, j’applique ces équations au choc des corps élas¬ 
tiques. Je me bornerai pour le moment à l’exposition des phénomènes 
que présente le choc de deux cylindres droits et homogènes qui 
viennent sé frapper par leurs bases avec des vitesses égales ou inégales, 
dirigées suivant des droites parallèles à leurs génératrices. Alors les 
équations aux différences partielles qui déterminent les mouvements 
des deux cylindres renferment seulement chacune deux variables 
indépendantes, savoir, une abscisse x et le temps; et, en intégrant ces 
équations de manière que les variables principales satisfassent aux 
conditions du problème, 011 obtient immédiatement les résultats que 
je vais indiquer. 

Supposons, pour fixer les idées, que les deux cylindres soient formés 
de même matière, mais que leurs longueurs soient différentes. Comme 
le centre de gravité du système se mouvra uniformément dans l’espace, 

C 1 ) Déposé à l'Académie Royale des Sciences lo 19 février 1827. 



on pourra toujours ramoner la question au cas où ce centre a une 
vitesse nulle, on rapportant le mouvement du système à celui du contre 
dont il s’agit. Cela posé, soient a , A les longueurs respectives des deux 
cylindres; co, Û leurs vitesses initiales dirigées en sens contraires; 

j la hauteur qu’il faudrait attribuer au second cylindre pour qu'étant 

suspendu à une tranche- infiniment mince du premier, il produisit une 

dilatation mesurée par et g la force accélératrice do la pesanteur. 

Knlin faisons, pour abréger, Ir — gh. , comptons le temps / à partir de 
l’instant, où le choc, commence, et soit 

Depuis le commencement, du choc jusqu’à la tin du temps qu'on 
obtiendra en divisant, par la constante 1 k, la longueur a du premier 
cylindre, les vitesses initiales co et Ù disparaîtront dans deux portions 
contiguës du premier et. du second cylindre, et ces deux portions 
offriront dans chaque tranche une nouvelle vil esse équivalente à la 

demi-différence fJ) - — ; avec une compression représentée par le rapport 

0 ) - 4 - 12 

Pendant le même temps, les longueurs des portions dont il s’agit 
seront égales dans les deux cylindres, et croîtront comme le temps, 
de manière à devenir finalement équivalentes à la longueur du premier 
cylindre. Pendant un second temps égal au premier, ces longueurs 
varieront encore : mais celle qui se rapporte au premier cylindre dimi¬ 
nuera proportionnellement au temps, de manière à devenir finalement 
nulle; tandis que l’autre longueur relative au second cylindre croîtra 
sans cesse, si la longueur du second cylindre surpasse le double de 
celle du premier, et croîtra pour diminuer ensuite dans le cas contraire. 
Quant aux portions restantes des deux cylindres, elles offriront dans 
C moine de leurs l.rnnehes. nemhml ln nérinde i mil il est rmeslinn. 


dans le premier cylindre, une vitesse constante égale à la vitesse 
initiale du second cylindre, avec une compression nulle en chaque 
point; (d, dans le second cylindre la vitesse initiale du second ou du 
premier cylindre, suivant que la longueur du second cylindre sera 
inférieure ou supérieure au double de la longueur du premier. A la fin 
de cette nouvelle période, le premier cylindre étant animé dans tous 
ses points par une vitesse équivalente à la vitesse initiale du second, 
se séparera de celui-ci, et le choc sera terminé. Ajoutons qu’après la 
séparation h', premier- cylindre, offrant partout des compressions 
milles, no changera plus de forme, tandis que le second cylindre, 
composé de deux parties dont les vitesses seront différentes, et dont 
une seule oifrira des compressions milles, continuera de vibrer dans 
l’espace. On doit seulement excepter le cas où les deux cylindres, 
étant, de même longueur, auraient ou primitivement des vitesses égales 
dirigées en sens contraires. 

Les conséquences qui se déduisent des principes que nous venons 
d’établir sont très importantes dans la théorie de la dynamique. Ainsi, 
par exemple, on enseigne, dans la mécanique rationnelle, que, si deux 
corps parfaitement élastiques viennent à se choquer, la somme des 
forces vives restera la menu 1 , avant le, choc et après le choc. Mais il est 
clair qu’alors on fait abstraction du mouvement vibratoire de chaque 
corps après le choc, et l’on pourrait être curieux de connaître ce 
qui arrive dans le cas contraire. 

Or, si l’on détermine, d’après ce qui a été dit ci-dessus, la somme 
des forces vives de deux cylindres avant et après le choc, on recon¬ 
naîtra : x° que la perte des forces vives est nulle dans un seul cas, 
savoir, lorsque les longueurs des deux cylindres sont égales, et que 
cette perte, bien loin d’être nulle dans les autres cas, comme on le 
suppose ordinairement, s’élève à la moitié de la somme des forces 
vives, quand la longueur de l’un des cylindres devient infiniment 
grande, et qu’elle peut s’élever jusqu’aux trois quarts de cette somme 
quand les deux cylindres offrent des longueurs doubles l’une de 
l’autre. Lorsqu’un cylindre vient frapper un plan solide, il se trouve à 


peu près dans le môme cas que s'il frappait un cylindre dont la longueur 
fût infinie, et, par conséquent, il y a perte de forces vives. 

Dans un second Mémoire je montrerai comment on peut étendre les 
memes principes au choc de deux cylindres composés de matières 
différentes, ou au choc des corps dont la forme n’est pas cylindrique. 
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RAPPORT 

SUR UN MÉMOIRE DE M. PONCELET 
RELATIF 

AUX PROPRIÉTÉS PROJECTIVES DES SECTIONS CONIQUES (*>. 


si anales de Mathématiques , Tome XI, p. 6 9-8 3 ; 1820. 


Le Secrétaire perpétuel de l’Académie, pour les Sciences mathéma¬ 
tiques, certifie que ce qui suit est extrait du procès-verbal de la séance 
du lundi 5 juin 1820. 

L’Académie nous a chargés. MM. Arago, Poisson et moi, de lui rendre 
compte d’un Mémoire de M. Poncelet sur les propriétés projectives des 
sections coniques. L’auteur appelle ainsi les propriétés relatives aux 
cordes communes, aux points de concours des tangentes communes, 
et beaucoup d'autres semblables qui, étant indépendantes dos dimen¬ 
sions attribuées aux courbes que l’on considère et de leurs paramètres, 
subsistent lorsqu’on projette ces courbes sur île nouveaux plans, à 
l’aide de droites qui concourent vers un meme point; c’est-à-dire, en 
d’autres termes, lorsqu’on met ces courbes en perspective; ce qui a 
également lieu pour le cas où, le point de concours s’éloignant, à 
l’infini, les projections deviennent orthogonales. Nous allons d’abord 
indiquer les moyens que l’auteur emploie pour établir les propriétés 
dont il s’agit. 


(*) Ce mémoire cl les trois qui suivent comportent des notes de Gergonne, rédacteur 
les Annales de Mathématiques. Elles sont signées (. 1 . D. G.). ( 11 . T.) 




consiste à les établir d’abord pour les courbes les plus simples de la 
classe dont il est question, et à les étendre ensuite aux autres courbes 
de la meme classe, par la comparaison de celles-ci avec les premières. 
Cette méthode peut meme servir à la recherche des propriétés d’une 
courbe donnée. Veut-on connaître, par exemple, celle d’une ellipse? 
on commencera par supposer les deux axes égaux; ce qui réduira cette 
ellipse à une circonférence de cercle. On remarquera que la surface 
du cercle est égale au carré du rayon multiplié par le nombre qui 
exprime le rapport de la circonférence au diamètre; que deux rayons 
qui se coupent à angles droits sont parallèles aux tangentes menées 
par leurs extrémités; que ces mômes rayons comprennent entre eux 
une surface constante; que la somme de leurs carrés est égale à la 
somme des carrés de leurs projections sur un diamètre quelconque; 
que les tangentes des angles aigus qu’ils forment avec un meme 
diamètre, ôtant multipliées l’une par l’autre, donnent l’unité pour pro¬ 
duit; enfin, que la perpendiculaire élevée sur un diamètre est moyenne, 
proportionnelle entre les deux segments adjacents. Si maintenant on 
considère une ellipse dont les deux axes soient inégaux, on décrira sur 
le grand axe de cette ellipse, pris pour diamètre, une circonférence de 
cercle, dont l’ordonnée, comptée perpendiculairement au grand axe, 
aura un rapport constant avec celle de l’ellipse. Cela posé, si l’on 
appelle diamètres conjugués de l’ellipse ceux dont les projections sur 
le grand axe coïncident avec les projections de deux diamètres du 
cercle qui se coupent à angles droits, on conclura immédiatement des 
remarques faites à l’égard du cercle que la surface de l’ellipse est égale 
au produit des deux demi-axes par le nombre qui exprime le rapport 
de la circonférence au diamètre; que, dans la même courbe, les 
tangentes menées aux extrémités de deux diamètres conjugués, sont 
parallèles à ces diamètres; que deux demi-diamètres conjugués 
comprennent entre eux une surface constante; que les sommes des 


canot» uc leurs» projections» sur îe granu axe et sur îe peut axe sont 
respectivement égales aux carrés des demi-axes, et que, par suite, la 
somme dos carrés des deux demi-diamètres équivaut à la somme des 
carrés des deux demi-axes; enfin, que le rapport de ces deux derniers 
carrés mesure à la fois le produit des tangentes des angles aigus 
formés avec le grand axe par deux diamètres conjugués et le rapport 
du carré (Tune ordonnée aux segments correspondants de ce meme 
grand axe. Au reste, pour obtenir le cerele auxiliaire dont nous venons 
d’indiquer l’usage, il suffit do. chercher dans l'espace un cercle dont 
l’ellipse donnée soit la projection orthogonale, et de rabattre ensuite le 
plan de ce cercle sur celui de l’ellipse, après avoir fait tourner le 
premier autour du diamètre parallèle au second ( 1 ). Plus généra¬ 
lement, on peut considérer une ellipse, une hyperbole ou une parabole 
comme la perspective ou pro jection centrale d’un cercle quelconque, et 
déduire, des propriétés de ce cercle, celles de la projection. Tel est, en 
effet, le moyen employé parM. Poncelet pour déterminer les propriétés 
projectives des points coniques. Il appelle centre de projection le point 
où se trouve placé dans la perspective l’œil du spectateur. Ce point est 
le sommet d’une surface conique du second degré qui a pour base la 
courbe proposée. Il est bon de rappeler, à ce sujet, que, si l’on coupe 
une surface conique quelconque par deux plans parallèles, les deux 
sections seront toujours semblables entre elles. Il y a plus, si, d’un 
centre de projection pris à volonté dans l’espace, on mène des rayons 
vecteurs aux différents points d’un système composé de points, de 
lignes ou de surfaces quelconques, et qu’on fasse croître ou décroître 
à la fois tous les rayons vecteurs dans un rapport donné, on obtiendra 
un second système de points, lignes ou surfaces, semblable au premier 
et semblablement placé, en sorte que les droites et les plans menés 
dans les deux systèmes, par des points correspondants, seront toujours 

(!) U paraîtra peut-ôtre plus simple, et il reviendra d’ailleurs au môme, de chercher 
dans l’espace un plan sur lequel la projection orthogonale de l’ellipse soit un cercle; et 
il n’y aura pas d’ailleurs besoin de rabattement. On peut consulter, sur ce sujet, un 
Mémoire de M. Fériot, inséré à la page 240 du volume II de ce recueil. (J. D. G.) 



parallèles. Le centre commun, vers lequel convergent tous les rayons 
vecteurs, est ce qu’on peut appeler le centre de similitude <1 es deux 
systèmes. Pour deux cercles, tracés sur un même plan, ce centre de 
similitude ne peut être que le point de concours des tangentes 
communes, extérieures ou intérieures. M. Poncelet expose ses diverses 
propriétés, dont un grand nombre dérivent immédiatement de la défi- 
lion meme que nous venons d’en donner. 

Outre la considération des projections centrales, M. Poncelet 
emploie encore, dans sou Mémoiri 1 , ce qu’il appelle le principe de la 
continuité. L’admission de ce principe en Géométrie consiste à supposer 
(juc, dans le cas où une figure composée d’un système de lignes droites 
ni courbes conserve constamment certaines propriétés, tandis que les 
dimensions absolues ou relatives de ses diverses parties varient d’une 
manière quelconque, (Mitre certaines limites, ces mêmes propriétés 
subsistent nécessairement lorsqu’on fait sortir les dimensions dont.il 
'agit fies limites entre lesquelles on les supposait d’abord renfermées; 
et que, si quelques parties de la figure disparaissent dans la seconde 
hypothèse, celles qui restent jouissent encore, les unes à l’égard des 
autres, des propriétés qu’elles avaient dans la figure primitive (*). Ce 
principe n’est, à proprement parler, qu’uni', forte induction, à l’aide 
de laquelle on étend, des théorèmes établis, d’abord à la faveur de 
certaines restrictions, aux cas où ces mômes restrictions n’existent 
plus. Etant appliqué aux courbes du second degré, il a conduit l’auteur 
à des résultats exacts. Néanmoins, nous pensons qu’il ne saurait, être 
admis généralement et appliqué indistinctement à toutes sortes de 
questions en Géométrie, ni même en Analyse (-) : En lui accordant 

G) Le Mémoire qui précède ceci offre, en particulier, des exemples remarquables en 
faveur de ce principe; on y a vu que le point de concours des tangentes communes à 
deux cercles, soit extérieures, soit intérieures, ne cesse pas d’exister, lorsque ces 
tangentes cessent d’ôtre possibles; et qu’il en est cle môme de la corde commune à deux 
cercles, lorsque ces cercles cessent de se couper. 

( 2 ) C’est aussi, à ce qu’il parait, l’opinion de M. Durrande; et c’est ce qui l’a déter¬ 
miné à abandonner les démonstrations, très élégantes d’ailleurs, que Monge avait données 
cle la théorie des pôles, de celle des contres do similitude et de celle des axes radicaux, 
démonstrations qui ne sont applicables qu’à certains cas. Il faut donc employer le prin- 


trop de confiance, on pourrait tomber quelquefois dans des erreurs 
manifestes. On sail, par exemple, que, dans la détermination des inté¬ 
grales définies, et par suite, dans révaluation des longueurs, des 
surfaces et des volumes, on rencontre un grand nombre de formules 
qui ne sont vraies qu’autant que les valeurs des quantités qu’elles 
renferment restent comprises entre certaines limites. 

Au reste, nous distinguerons soigneusement les considérations de 
iVl. Ponceletsur la continuité do celles qui ont pour objet, les propriétés 
dos lignes auxquelles il donne le nom de cordes idéales des sections 
coniques. Comme ces propriétés nous paraissent mériter d’étro 
remarquées, et qu’elles fournissent, à Fauteur un troisième moyen de 
résoudre; les questions relatives aux courbes du second degré, nous 
allons donner à ce sujet quelques développements. 

Si, après avoir mené, par le contre d’une hyperbole, un diamètre v./t 
qui rencontre les deux branches, on fait passer, par les points de 
rencontre des tangentes à l’hyperbole et par le. centre, une parallèle à 
ces tangentes, puis que l’on cherche à déterminer, par l’analyse, 
les coordonnées des points où cette parallèle rencontre la courbe 
et les distances respectives de ces points au centre, on trouvera, 
pour l’une et l’autre distance, en faisant abstraction du signe, une 
expression imaginaire de Informe Æp— i ; et par conséquent, pour la dis¬ 
tance entre les deux points, une autre expression de la forme iB \j —i. 
Le coelïicient de \j — i, dans cette dernière, ou la longueur a/i, qui est 
une quantité réelle, peut se, construire géométriquement; et, comme 
la considération de cette longueur peut être, utile dans la recherche 
des propriétés de. l’hyperbole, on lui a donné un nom, en disant 
([ne 2 H représente le diamètre, conjugué au diamètre uA. On sait 
qu’étant donné le diamètre 2B, avec, sa direction, on peut facilement 

cipc de M. l’oneelet, ainsi que le tour de démonstration introduit par Monge, à pou près 
comme on employait le calcul différentiel lorsqu’on n’en voyait pas bien encore la méta¬ 
physique; c’est-à-dire, uniquement comme instruments de découverte; mais ce n’en seront 
pas moins des instruments très précieux; car, le plus souvent, en mathématiques, 
découvrir est tout; et ce ne sont pas d’ordinaire les démonstrations qui embarrassent 
beaucoup. (J. D.G.) 
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en déduire le diamètre 2 A ; en coupant les asymptotes par une sécante 
parallèle à la direction donnée, la ligne menée du centre au milieu de 
la sécante indiquera la direction du diamètre 2 A; et le rapport de cette 
dernière ligue à la moitié de la sécante sera précisément égal au 

rapport ~ 

Supposons maintenant que l’on cherche, par l’analyse, les points 
d'intersection, non plus d’un diamètre, mais d’une droite quelconque 
avec une courbe du second degré, et la distance de ces deux points, 
ou, en d’autres termes, la corde qui les unit; lorsque la droite ne 
rencontrera plus la courbe, la distance donnée par l’analyse deviendra 
imaginaire, et sera de la forme 2 C\J — 1 ; tandis que le point milieu de 
la corde conservera des coordonnées réelles. Il devient alors utile de 
substituer à la corde imaginaire, qui n’existe pas, une corde fictive 26'. 
comptée sur la droite proposée, et dont le milieu coïncide avec le point 
dont nous venons de parler. 

C’est à cette corde fictive qu’011 pourrait appliquer la dénomination 
de corde idéale, par laquelle M. Poncelet désigne tantôt la droite indé- 
linie que l’on considère, et tantôt la corde imaginaire interceptée par 
la courbe, puisqu’il appelle centre de la corde idéale le point réel que 
l’analyse indique comme étant le milieu de la corde imaginaire. Le 
sens dans lequel l’auteur emploie le mot idéale se trouverait ainsi 
modifié de telle manière que les longueurs idéales resteraient des 
longueurs réelles et constructibles en Géométrie. Ainsi, par exemple, 
dans une hyperbole, dontle grand axe rencontre la courbe, la longueur 
idéale du diamètre, perpendiculaire au grand axe, serait le petit axe 
lui-même. Si, en adoptant cette manière de s’exprimer, on construit, 
pour une section conique quelconque, toutes les cordes idéales 
parallèles à une direction donnée; les extrémités de toutes ces cordes 
se trouveront sur une nouvelle section conique, que l’auteur appelle 
supplémentaire de la première, relativement à la direction dont il 


mentaires Tune de l’autre, relativement à une direction donnée, sont 
nécessairement ou deux paraboles ou une hyperbole et une ellipse. 
Dans le premier cas, les deux paraboles ont le même paramètre, avec 
une tangente commune, parallèle à la direction donnée, et un diamètre 
commun passant par le point de contact. Dans le second cas, les deux 
courbes peuvent aisément se déduire Tune de l’autre, d’après la condi¬ 
tion à laquelle elles se trouvent assujetties d’avoir en commun deux 
diamètres conjugués, dont l’un est parallèle à la droite donnée, tandis 
que l’autre rencontre à la fois les deux courbes qui se touchent ainsi 
par ses extrémités. Dans le meme cas, toutes les lois que l’ellipse se 
réduit à un cercle, l’hyperbole devient équilatère, et a pour axe trans¬ 
verse le diamètre du cercle. Enfin, l’on prouve aisément que, si deux 
courbes sont supplémentaires l’une de l’autre, relativement à une 
direction donnée, indiquée par une certaine droite, leurs projections 
sur un plan parallèle à cette droite jouiront de la même propriété. 

En vertu de ce qui précède, si l’on donne une section conique quel¬ 
conque, avec un centre et un plan de projection, il deviendra facile de 
déterminer, pour la section conique projetée : i° l’angle formé par 
deux diamètres conjugués, dont l’un serait parallèle au plan de la 
section conique proposée; 2° le rapport de ces mêmes diamètres. En 
effet, si l’on conçoit d’abord que la section conique projetée soit une 
hyperbole, un plan quelconque, parallèle au plan de projection, 
coupera le cône qui a pour base la courbe proposée, et pour sommet 
le centre de projection suivant des hyperboles semblables et comprises 
entre des asymptotes parallèles. Par suite, si le plan coupant passe par 
le sommet du cône, la section se trouvera réduite à deux arêtes paral¬ 
lèles aux asymptotes dont il s’agit. Comme d’ailleurs le même plan 
coupera évidemment la courbe donnée suivant une certaine corde 
terminée à ces deux arêtes, il en résulte : i° que l’angle cherché sera 
équivalent à celui que forme la corde en question avec la droite qui 
joint son milieu et le sommet du cône; a 0 que le rapport cherché sera 
celui qui existe entre la longueur de cette droite et celle de la demi- 
corde. Lorsque la courbe projetée sera une ellipse, le plan mené par le 



sommet tlu cône parallèlement au pian tie projection ne rencontrera 
plus la courbe proposée; mais sa trace sur le plan de cette dernière 
sera toujours une droite réelle, à laquelle correspondra une certaine 
corde idéale de la courbe donnée. Dans la môme hypothèse, on appli¬ 
quera les raisonnements que nous avons employés ci-dessus, non plus 
à la courbe proposée, mais à la section conique supplémentaire de cette 
courbe, relativement à la corde idéale dont nous venons de parler; et 
l’on en conclura : i° que l’angle cherché est équivalent à celui que 
forme la corde idéale avec la droite qui joint le milieu de cette corde 
et le centre de projection; 2° que le rapport cherché est celui qui 
existe entre la longueur de cette droite et la demi-corde. Lorsque la 
courbe projetée se réduit à un cercle, tous ses diamètres conjugués 
sont égaux et se coupent à angles droits. Par conséquent, dans ce cas 
particulier, la droite menée du centre de projection au milieu de la 
corde idéale de la courbe donnée doit être perpendiculaire sur cette 
corde et égale à sa moitié. 

La question que nous venons de résoudre n’a pas été traitée direc¬ 
tement par M. Poncelet; mais la solution que nous avons déduite des 
principes qu’il a établis fournit le moyen de simplifier et de géné¬ 
raliser, tout à là fois, celles de plusieurs autres problèmes dont nous 
parlerons ci-après. 

Considérons à présent deux sections coniques tracées sur un même 
plan. Il peut arriver ou quelles se coupent en quatre points ou qu’elles 
se coupent en deux points ou qu’elles ne se coupent pas. Si l’on cherche, 
par l’analyse, les abscisses des points d’intersection, on trouvera que 
ces abscisses sont les racines d’une équation du quatrième degré à 
coefficients réels, et que cette même équation a quatre racines réelles 
dans le premier cas, deux racines réelles et deux racines imaginaires 
conjuguées dans le second, enfin, quatre racines imaginaires conjuguées 
deux à deux dans le troisième. De plus, comme, en combinant les 
équations des deux courbes, on peut en déduire une troisième équa¬ 
tion du second degré, qui ne renferme l’ordonnée qu'au premier degré 
seulement, il en résulte que l’analyse indique seulement quatre points 


d’intersection, et que, pour chacun de ces points, on peut exprimer 
l’ordonnée en fonction rationnelle et réelle de l'abscisse. Par suite, si 
l’on trouve, pour un point, d'intersection, une abscisse réelle, l’ordonnée 
le sera également; et, si l’analyse fournit, pour deux de ces points, 
deux abscisses imaginaires conjuguées, les ordonnées correspondantes 
seront elles-mêmes imaginaires et conjuguées. Considérons, en parti¬ 
culier, deux points de cette dernière espèce. Comme, pour trans¬ 
former les coordonnées de l’une en celle de l’autre, il subira de 
remplacer H- ^— i par — y/ — i, il est clair que toutes les équations et 
quantités diverses qui, étant rationnelles par rapport à ces ordonnées, 
ne devront pas être altérées par leur échange mutuel, seront nécessai¬ 
rement des équations réelles et des quantités réelles. Par exemple, 
l'équation de la droite qui passe par les deux points sera réelle, ainsi 
que le carré de leur distance mutuelle., ou, en d’autres termes, de la 
corde qui les unit, et il en sera de même des coordonnées du milieu de 
cette corde. Toutefois, comme, par hypothèse, les deux points ne sont 
pas réels, le carré île la corde en question ne pourra être qu’une 
quantité négative, dont la racine, abstraction faite du signe, sera une 
expression imaginaire de la forme 2 C —. 1 
Pour déterminer le coefficient réel 2C, dans cette expression, il 
suffira évidemment de chercher la corde idéale qu’on obtient en consi¬ 
dérant la droite réelle qui passe par les deux points imaginaires comme 
sécante idéale de l’une ou de l’autre des deux courbes proposées. Par 
conséquent, la longueur 11C sera celle d’une corde idéale réellement 
commune à ces deux courbes. Cela posé, si l'on passe successivement 
en revue les trois hypothèses que Ton peut faire sur le nombre des 
points réels communs aux deux courbes proposées, ou trouvera que 
ces deux courbes ont, en général, ou six cordes communes, passant 
par quatre points réels, ou deux cordes communes, dont une idéale, 
ou deux cordes idéales communes. Toutefois, pour deux hyperboles 
semblables, ou du moins comprises entre des asymptotes parallèles, 
ainsi que pour des ellipses semblables et semblablement placées, une 
seule corde commune naturelle ou idéale subsiste, tandis qu’une au tri* 


s’éloigne à l’infini. C’est ce qui a lieu, en particulier, pour deux circon¬ 
férences de cercles ( 1 ). De plus, il peut arriver que deux cordes 
communes viennent à se confondre, et alors, si ces cordes ne sont pas 
idéales, les deux courbes se toucheront évidemment en deux points 
réels. Ajoutons que, si Ton projette deux sections coniques, situées 
dans uu même plan sur un nouveau plan, parallèle à une corde idéale 
qui leur soit commune, la projection de cette corde sera elle-même 
une corde idéale commune aux projections des deux sections coniques. 
Par suite, si les deux courbes proposées étaient dissemblables entre 
elles, auquel cas elles avaient nécessairement plusieurs cordes réelles 
ou idéales communes; pour rendre leurs projections semblables et 
semblablement placées, il faudra faire eu sorte qu’une des cordes 
communes s’éloigne à l’infini. On remplira cette condition en plaçant 
le centre de projection partout où l’on voudra, pourvu qu’ensuite on 
prenne le plan de projection parallèle à celui qui passera par ce centre 
et par l’une des cordes communes aux deux courbes données. 

Dans ce qui précède, nous avons déduit de l’analyse la notion des 
cordes idéales des sections coniques; mais on peut arriver au meme 
but par des considérations géométriques. 

Par exemple, lorsqu'une ellipse ou une hyperbole se trouve coupée 
en deux points réels par une sécante quelconque, le milieu de la corde 
interceptée coïncide avec le point où la sécante est rencontrée par le 
diamètre conjugué à sa direction, et la corde elle-même est équivalente 
au double produit du rapport entre le diamètre parallèle et le diamètre 
conjugué,, par une moyenne proportionnelle entre les distances du 
point que l’on considère aux extrémités du diamètre conjugué. Si l’on 
détermine, d’après les mêmes conditions, la corde et son milieu, dans 


G) La corde commune idéale de deux cercles extérieurs l’un à l’autre, ou, en d’autres 
termes, leur axe radical n’est autre chose que la corde commune naturelle des hyper¬ 
boles supplémentaires de ces deux cercles, relatives à une perpendiculaire quelconque à 
la droite qui joint leurs centres. On peut dire pareillement que le point de concours idéal 
des tangenles communes à deux cercles intérieurs l’un à l’autre, ou, en d’autres termes, 
leur centre de similitude, soit interne, soit externe, n’est autre chose que le point do 
concours naturel des tangentes communes aux mêmes hyperboles. (J. D. G.) 



le cas où la sécante devient idéale, on obtiendra ce que nous avons 
nommé la corde idéale relative à cette sécante (*). 

Considérons encore deux cercles non concentriques et situés dans 
un môme plan. Si, par ces cercles, on fait passer deux sphères qui se 
coupent, le plan d'intersectiou des deux sphères rencontrera le plan 
des deux cercles suivant une certaine droite; et cette droite, si les 
deux cercles se coupent, passera par les deux points qui leur sont 
communs. Si, au contraire, les deux cercles ne se coupent pas, cette 
droite sera précisément la sécante idéale, dont la direction coïncide 
avec celle de la corde idéale commune, et le point d'intersection de 
cette sécante avec la droite des centres sera le milieu de la meme 
corde. 

La construction précédente, en donnant un moyen de facile 
fixer la direction de la corde idéale commune à deux cercles, sert en 
meme temps à faire connaître ses principales propriétés. Par exemple, 
si d'un point pris sur cette sécante, on mène une suite de tangentes 
aux deux sphères, elles seront évidemment égales aux tangentes 
menées par ce même point à leur cercle d'intersection : il en résulte 
immédiatement que les quatre tangentes menées à deux cercles par un 
point pris sur la direction de la corde commune sont égales entre 
elles ( a ). Cette propriété était déjà connue des géomètres. On avait 


(*) Tout ceci revient à dire que la coexistence de deux sections coniques sur un môme 
plan donne généralement naissance à six droites déterminées de grandeur et de situai ion, 
lesquelles, lorsque ces courbes se coupent, deviennent, en tout ou en partie, des cordes 
communes à ces deux courbes; or, s’il est une définition de ces droites qui convienne 
également à tous les cas, no faudrait-il pas l’adopter de préférence à une autre définition 
sujette à des exceptions nombreuses, pour lesquelles il faut recourir à des conceptions 
ingénieuses, si l’on veut, mais qui tendent à faire perdre à la Géométrie une partie des 
avantagés et de la supériorité qu’on lui a toujours accordés sur toutes les autres sciences? 
Dans le cas de deux cercles, par exemple, ne vaut-il pas mieux définir l’axe radical, le 
lieu des points pour lesquels les tangentes aux deux cercles sont de môme longueur, que 
de dire que c’est la corde commune à ces deux cercles? Nous en dirons autant des 
tangentes idéales aux sections coniques dont M. Poncelet parait s’ètre également occupé, 
et qui peuvent offrir un pareil champ do spéculation. (J. D. G.) 

( 2 ) Gela nous paraît résulter d’une manière presque intuitive des propriétés des 
tangentes et sécantes partant d’un môme point, sans qu’il soit nécessaire de recourir aux 
sphères; mais, quand les cercles ne se coupent pas, les sphères ne se coupent pas non 
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remarqué la droite à laquelle elle appartient; et M. Gaultier, auteur 
d'un Mémoire inséré dans le XVI e Cahier du Journal cle VEcole Poly¬ 
technique, a particulièrement considéré les droites de cette espèce, 
auxquelles il a donné le nom d ’axes radicaux. 

Après avoir entretenu l’Académie des méthodes employées par 
M. Poncelet, nous allons présenter une indication sommaire des appli¬ 
cations qu’il en a faites. Son Mémoire est divisé en trois paragraphes : 
le premier est relatif aux cordes idéales des sections coniques, e( 
renferme leur définition ainsi que leurs propriétés générales, déduites 
de considérations purement géométriques. L’auteur y remarque égale¬ 
ment que le point de concours des tangentes menées à une section 
conique, par les extrémités d’une même corde, ou ce qu’on appelle 
communément le pôle de cette corde est un point réel, lors même que 
les tangentes deviennent imaginaires. Il montre la relation qui existe 
constamment entre ce pôle et le milieu de la corde, et s’en sert pour 
construire le pôle idéal correspondant à une corde idéale donnée. 

Dans le second paragraphe, M. Poncelet s’occupe des cordes idéales, 
considérées dans le cas particulier de la circonférence du cercle, et 
démontre plusieurs propositions relatives, soit aux cordes réelles ou 
idéales, soit aux pôles de ces mêmes cordes, soit aux centres de simili¬ 
tude et aux cordes communes de deux ou plusieurs cercles situés sur 
un même plan. On pourrait déduire un grand nombre de ces propo¬ 
sitions des propriétés que possèdent deux points choisis sur une droite 
et sur son prolongement, de manière que leurs distances aux extrémités 
de la droite soient entre elles dans le même rapport. Parmi ces pro¬ 
priétés, l’une des plus remarquables consiste en ce que la circonfé¬ 
rence décrite sur la droite comme diamètre coupe orthogonalement 

plus, et il faut alors prendre pour définition de l’axe radical la propriété môme qu’on lui 
avait découverte dans le premier cas, ou toute aulre équivalente. 

Au surplus, à considérer les choses sous un point de vue purement analytique, l’exis¬ 
tence d’un axe radical pour deux cercles résulte tout simplement de ce que la différence 



toutes celles qui passent par les deux points en question. On doit 
distinguer, dans le même paragraphe, une solution très élégante du 
problème dans lequel on demande de tracer un cercle tangent à trois 
autres. 

Dans le troisième paragraphe, hauteur établit les principes de 
projection centrale ou perspective à l'aide desquels on peut étendre 
les théorèmes vérifiés pour le cas du cercle à des sections coniques 
quelconques. Par exemple, voulant démontrer que les propriétés pro¬ 
jectives du système de deux cercles, situés dans un même plan, 
subsistent pour le système de deux sections coniques, il a seulement 
à faire voir que le premier système peut être considéré, en général, 
comme la projection du second. Il recherche, à ce sujet, tous les 
points de l’espace susceptibles de projeter deux sections coniques 
suivant deux cercles, et prouve que tous ces points appartiennent à des 
circonférences décrites avec des rayons perpendiculaires sur les 
milieux des cordes idéales communes aux deux courbes données, et 
respectivement égaux aux moitiés de ces cordes. Au reste, on est 
conduit directement au même résultat par la solution du problème que 
nous avons traité plus haut. On pourrait même, en s’appuyant sur 
cette solution, déterminer tous les points de l’espace susceptibles de 
projeter deux courbes quelconques du second degré, suivant deux 
autres courbes du même degré, mais semblables entre elles, pour 
lesquelles le diamètre, parallèle au plan des deux premières courbes, 
formerait, avec son conjugué, un angle donné, et serait à ce même 
conjugué dans un rapport donné. On trouverait que ces points sont 
situés sur des circonférences de cercles décrites par des rayons vecteurs 
qui, aboutissant aux milieux des cordes naturelles ou idéales communes 
aux deux courbes proposées, forment avec ces mêmes cordes l’angle 
donné, et sont à leurs moitiés dans le rapport donné. Plusieurs autres 
questions du même genre, traitées par l’auteur, dans ce troisième 
paragraphe, se résolvent d’après les mêmes principes. 

.D’après le compte que nous venons de rendre du Mémoire de 
M. Poncelet, ou voit qu’il suppose dans son auteur un espritfamiliarisé 



avec les conceptions de la Géométrie et fécond en ressources, dans la 
recherche des propriétés des courbes, ainsi que dans la solution des 
problèmes qui s'y rapportent. 

Nous pensons, en conséquence, que ce Mémoire est digne de l'appro¬ 
bation de l’Académie; et nous proposerions de l’insérer dans le Recueil 
des Savants étrangers, si l’auteur ne le destinait à faire partie d’un 
Ouvrage qu’il se propose de publier sur cette matière. 

Signé : Poisson ; Arago ; Cauchy, rapporteur. 

L’Académie approuve le rapport et en adopte les conclusions. 

Certifié conforme à l’original : 

Le Secrétaire perpétuel, Chevalier des Ordres royaux 
de St-Michel et de la Légion d'honneur, 

Signé : Delambre. 



SUR LES INTÉGRALES DÉFINIES, 

OU L’ON DONNE 

UNE FORMULE GÉNÉRALE DE LAQUELLE SE DÉDUISENT 

LES VALEURS 

DE LA PLUPART DES INTÉGRALES DÉFINIES 
DÉJÀ CONNUES 

ET CELLES D’UN GRAND NOMBRE D’AUTRES. 


J anales de Mathématiques , Tome XVT, p. 97-108; 1826. 


Lai montré, dans plusieurs Mémoires, dont l’un a été présenté à 
l'Institut le 9 novembre 181 4 , les avantages que pouvait offrir la consi¬ 
dération des intégrales définies singulières, c’est-à-dire, prises entre 
des limites infiniment rapprochées de certaines valeurs attribuées aux 
variables qu’elles renferment. On peut consulter à ce sujet l’analyse 
des travaux de l’Institut, pendant l’année 1814, où se trouve imprimée 
une partie du rapport de M. Legendre, sur le Mémoire que j’avais pré¬ 
senté dans la même année. On peut également consulter un article 
inséré dans le Bulletin de la Société Philomatique pour 1822, le Résumé 
des leçons que j’ai données à l’École Polytechnique, le XIX" Cahier du 
Journal de cette École, les notes ajoutées au Mémoire sur la théorie 
des ondes, inséré dans le recueil des pièces couronnées par l’Institut, 



enfin un nouveau Mémoire sur les intégrales définies, prises entre des 
limites imaginaires, et un extrait de ce Mémoire inséré dans \e Bulletin 
des Sciences, d’avril 1825. 

Parmi les formules générales que j’ai données dans ces Mémoires, 
l’une des plus remarquables est celle qui fournit la valeur de l’intégrale 

/ i'O) d.r, 

-’ jT. 

lorsque la fonction ï(x-{--y — 1 ) s’évanouit : 1" pour a? = ±oo, que 
que soit y; a n pour y = x, quel que soit x, et que d’ailleurs cette 
fonction conserve une valeur unique et déterminée, pour toutes les 
valeurs de x et de y renfermées entre les limites 

X-- — CO, CJZ-1-oc , v ~ o, y—<x>. 

Si, après avoir cherché les racines réelles ou imaginaires de 
féqua( ion 

i(.rj 

011 désigne para;,, x.,, .r ;1 , . . . celles de ces racines dans lesquelles le 
coefficient dey—1 est positif, et par f, f a , f* : ,. ... les valeurs que 
reçoivent les produits 

-t- S), c), sf(a’:i-W£), 

lorsque s sc réduit à zéro; alors en posant 

(2) A ccr 2CJ (f, -+- f -+• f;iH- . . . ) \J —I ( 1 ) 
on trouvera 

(3) f f(.x‘)d« = A ( 2 ). 

C’est ce que l’on démontre sans peine, cà l’aide de la méthode que j’ai 
employée dans la 34 ° leçon du calcul infinitésimal. 

Si l’équation (r) avait plusieurs racines égales à x t ; en désignant 


( l ) Résumé, p. 1 35, formule (i3). 
(-) Résumé, p. 1 3(5, formule ( 1 4)• 



par m le nombre, de ces racines, et par s lin nombre infiniment petit, 
il faudrait supposer, dans la formule (a) non plus 


mais 


fl— 2 -h S), 

i d» 1 1 [ z’“ l’(.r, -4-2)1 , 

î .2.3.. .{ni — r) ds'"- 1 


Enfin, si, dans la racine x lt le coefficient de ^—i se réduisait à la 
limite des quantités positives décroissantes, c’est-à-dire, à zéro, ou, en 
d’autres termes, si la racine devenait réelle, le terme f t , correspon¬ 
dant à cette racine, devrait être réduit à moitié. Dans la meme hypo¬ 
thèse, l’équation ( 3 ), fournirait, non plus la valeur générale de. 
l’intégrale 

J f ('./') d.?:, 


qui deviendrait indéterminée, mais sa valeur principale, r’osl-à-dirc, 
la limite vers laquelle convergerait la somme 

I t'(.r) d.r -|~ j l'(.r) d.r 

tandis que z s’approcherait indéfiniment de zéro. Des remarques 
semblables doivent être faites à l’égard de toutes les racines de 
l’équation (i). 

Ajoutons que, dans le cas où l’équation (î) a des racines réelles, il 
est facile de transformer la valeur principale de l’intégrale 

J* f(x) dx, 


qui compose le premier membre de la formule ( 3 ), en une intégrale 


définie, dans laquelle la fonction sous 


cesse de devenir infi¬ 


niment grande, pour des valeurs réelles de la variable x. 

Comme la formule ( 3 ) fournit les valeurs d’une multitude d’inlé- 


{ x ) Mémoire sur les intégrales prises entre fies Iimiles imaginaires. 


grales définies, il ne sera pas inutile d’en donner une démonstration 
directe. La démonstration dont il s’agit sera l’objet de la première 
partie de ce Mémoire. Dans la seconde j’indiquerai les applications les 
plus remarquables de cette formule. 


PREMIERE PARTIE. 


La formule (3) se déduit, très facilement d’un théorème que nous 
allons établir en peu de mots, 


Théorème. — Si Von désigne par f(a?) une fonction telle que Vexpres¬ 
sion f(a?-t - y \! —i) s'évanouisse : i° pour a? =± 00 , quel que soit y; 
2 " pour y = ce, quel que soit x, et demeure toujours finie et continue, 
entre les limites x = — ce , x = -h 00 , y — o, y = 00 ; et si, de plus, on 
nomme F, la limite vers laquelle converge le produit xî(x), tandis que 
la valeur numérique de x devient infiniment grande; on aura 


(0 



— raF j — x. 


Démonstration. — Pour établir ce théorème, nous chercherons, 
d’abord la valeur de l’intégrale 


(4) 


f ('(•?.') d.r. 

«•'— Y 


Or, généralement. 


(3) 


(l f(x H-J' \/~ 1 ) _ /- d f(x h -y \J— 1 ) 

rlv ^ d.r 


Si Ton intègre les deux membres de Téquation précédente, par rapport 
à x et à y, entre les limites x = — X, x = -{- X, y = o,y— ce, on en 
tirera 


Cf. 


d f (.2? -h y \f — 1 ) 
__ 


d y d r = y — 1 


IL 


df( 


x ~cy v 




d.r 


d-vd j; 



puis, en ayant égard à la condition f(a; + ao — i ) = o 

(4) f + f(x)dx = -\/^ f * [f(X A- y — f(— X H-ry/^7)] dr. 

J— X Ai 

Si maintenant on attribue à la quantité X une valeur très grande, on 
aura sensiblement 


(X + y y/— i) f(.T'+ y y — i ) — (— f -h.v y i ) i'( — X H-,r y/— i ) — F 
e(, par suite, 

, ,_ x 1’ , _ F 

f (X + y y/— i ) -r~ 7=-, J‘( — . 1 -l- )■ y/— i =- - -7=* 

v 17 ' A -+-y y—i v + 


d’où 


(5) / f (•*) dx = F y/— r / j —- —■ — 

^ *-'n {-t •+■ y y — i 


{.F •+- y y/ —- t F — y y/ — t 

- 2 A'dy „ , - 

e y/— i / y,' — i. 

' A, 


dy 


Cette dernière équation deviendra rigoureuse, si l’on pose X = oo, et 
se réduira dès lors à la formule (i). 

Observons toutefois que, si l’intégrale définie 

(6) f ï(.v)d.r 

*■' — OC 

est du nombre de celles dont les valeurs générales sont indéterminées, 
la formule (i) fournira seulement une valeur particulière de l’inté¬ 
grale ( 6 ); savoir, celle qui sert de limite à l’intégrale (2) et que nous 
avons nommée valeur principale. 


Corollaire L — Lorsque la quantité désignée par F s’évanouit, 
l’intégrale ( 6 ) n’admet qu’une seule valeur qui se réduit à zéro, en 
sorte qu’on a 


(7) 



O. 


Ainsi, par exemple, si l’on prend 


f (.r) = 


_ er a 


j + x- 


Gos ax h- y/ — 1 Sin ax 
1 4- x- 


e a 

1 H- x- ’ 


FORMULE GENERALE D’OlJ SE DEDUISENT 


on trouvera 


Cos «a; H- — i Sin ax , 

_ —1 _ r\ nr> 


i -H aP 


d. 2 î — P~ 


r +x dx 

I -— o ; 

, 1 H- æ* 


et, par suite 


C ' Qosax . C ~ ' dx 

I -„ dx — r / -- 

J_ x i~hx~ J + 

f'*'” Sinax 

I -, cLr -- o ( 1 ). 


Corollaire 11. — Si Ton désigne par f(a?)et <p (a?) deux fonctions qui 
considérées isolément, ne vérifient pas les conditions énoncées dans 1 
théorème, mais dont la différence 


I'(.r) — o (.r) 


satisfasse aux conditions dont il s'agit; alors en représentant par 


F et <ï> 


les limites vers lesquelles convergent les produits 


■tfï (■*■; ‘-L ■roix). 


tandis que la valeur numérique de la variable x croit de plus en plus 
on aura évidemment. 


I \ ï(:c) — o(.r') | d.r 2 -- rrr(<I> — F) 1 , 


et, par suite, 


J f (.a?) da? = J cp (,z‘) d.r h-cj(<L> — F) \J- 


Les intégrales comprises dans cette dernière formule doivent encor 
être réduites à leurs valeurs principales. 

Si la quantité F s’évanouit, on aura simplement 


Corollaire ///. — Supposons que l'expression 

i'C'M-J-V-0 


s’évanouisse : i° pour a; = ±00, quel que soity; 2" poury —00, quel 
que soit x, mais devienne infinie pour un ou plusieurs systèmes de 
valeurs positives ou négatives de x, et de valeurs milles ou positives 
dey. Alors, pour déterminer l’intégrale 



à l’aide de la formule (10) ou (11), il suffira de trouver une fonction 
rationnelle de x (elle que la différence 

1 » -?(*) 

remplisse les conditions énoncées dans le théorème. En cherchant 
cette fonction rationnelle, et supposant de plus F = o, on se trouvera 
conduit à lu formule ( 3 ). C’est ce que l’on reconnaît sans peine, en 
suivant la méthode que nous allons indiquer. 

Considérons d’abord le cas où l’expression (10) devient infinie pour 
x = a et y— b, b représentant une quantité positive ou nulle. Faisons, 
pour abréger, a-\-by/ — i=x i , et désignons par fj la limite vers 
laquelle converge le produit (x — Xi)î(x), tandis que le facteurs?—u 1 , 
converge vers zéro la différence 

_ h (■* — d;,) f(aQ — lj 

v ' X — X'i X — 


obtiendra, en général, une valeur finie pour as = as i ; et si, entre les 
racines de l'équation 


la racine x± est la seule dans laquelle le coefficient de sj —1 soit positif, 
cette différence remplira les conditions énoncées dans le théorème. 
On pourra donc prendre 


03 ) 


vO) = 


b 


X — X I 


U _ 

x. — a — b \j — 1 



Cela posé, on trouve : l" 

(i 4 ) «i» = fi ; 


si b est nul 


/’' r , . V i'i d x .. T . 1 ,/YÏ’ — tf Y- 

(id) / O (u;) ~r t, Lini | -- — il Lun r L[ —- ) =r o. 


,v — a 


2 \ JT-h a 


. + x 


et, si b est positif 

1 <p (u?) d.r — Lim i — 
' J _ y x 


(16) 


1\ du:-' 


x x — a — b \j - 
b \J x dx 


(x — a)~ H- b- 

Par suite, l’équation ( io) donnera si b est nul, 

*q- co 

(17) / i'(A') d.r = ccri'i 1, 

et, si b est positil" 

n "1" 05 _ 

(18) / î{x) dx =. 2Tj5 îy\J — l . 

*' - 50 


tu i\ \/~ 1. 


Si b devenait négatif, on devrait prendre <p(x) = o, et l’on aurai! 
en conséquence, 

(19) J' !’(&’) du; o. 


Pour établir les formules (17) et (18), nous avons supposé que 1 
produit 

(20) (x — Xi)f(x) 

convergeait vers une limite finie 1*, tandis que le facteur x — x 
s’approchait indéfiniment de zéro. Supposons maintenant que 1 
produit (20) ait une limite infinie, et que, dans la suite 

(x — .x-i)f(uj), (x — Xi)-i(x), ( x — x i ) 3 î(x), (x —■ X\ y n f(u?), 


le terme 


soit le premier qui ait une limite finie. Alors, si Ton pose 


(* 3 ) 


(x — Xi) nt î(x) —f(x) 


z=f(x i ) H- ±__i-/'(^>) + • • • + 7Y - ( Æ '0 + 0? - ^0'" 

la fonction v|>(a?) conservera, en général, une valeur finie pouro;=n; 1 , 
et remplira la condition énoncée dans le théorème. Comme on aura 
d'ailleurs 


'■J j ( x ) — t [ x) 


l) 


/'(■*.) 


i (æ — .r,)'" 1 I.' J . (.iî — ^i)' 

/"^(x) i 


i. 9 . . . (m — î ) .r — .-r, 

il est clair qu’on pourra prendre 


( 33 ) 




V ( ^ ) • 


fi*i) 


i (x — x y ) m ~‘ i. 9 (x — x, )'"~- 
/'"-■'G*; i 


--I-. • •-(- 


i. ... ( m — i ) x — Xy 

En adoptant cette valeur de <p(a?), ou trouvera 


4 > 


i) 


i .2.3 ... (m — i ) ’ 


ster, pourvu que 


Ton suppose 


( 34 ) /, 




r _ cl'" '[(> — 

1.2.3 ... ( m — î ) i. 2 .3 ... ( m — r ) d.*"'* 1 


Lim • 


On trouvera encore, dans cette hypothèse, i° lorsque b étant nul, 
les expressions 

a, (.*.), f"‘-^(x ,), ••• 

se réduiront toutes à zéro, 

(a5) co(^) d.-r =: o ; 


2° lorsque, & étant nul, quelques-ünes des mêmes expressions 




obtiendront des valeurs différentes de zéro 


{■>.()) J o ( j:) do; r= ± cc ; 

3 " lorsque b sera positif 

(■;. 7 ) J o (.rj (!./■• = gj/, \J— r. 

Par suite*, les formules (17) et (i< 3 ) subsisteront encore, si la racine 
de l’équation (12) désignée par est une racine imaginaire, dans 
laquelle le coefficient de ^—1 soit positif, ou une racine réelle pour 
laquelle les expressions 

1 0 b .), ••• 

s’évanouissent. 

Si, dans la racine le coefficient tle sj —1 était négatif, on retrou¬ 
verait la formule (19). 

Si l’équation (12)admettait plusieurs racines æ.,, a? :i , ... ; alors, 
pour obtenir une valeur de ?(x) propre à remplir les conditions 
prescrites, il suffirait d’ajouter les valeurs de ®(x) fournies par des 
équations semblables à la formule ( i 3 ) ou (2,3), et correspondant aux 
diverses racines. En opérant ainsi, on se trouverait évidemmenf 
ramené à la formule ( 3 ). 

Dans la seconde partie, je développerai les nombreuses conséquences 
qui peuvent être déduites de la formule ( 3 ). 



RECHERCHE D’UNE FORMULE GÉNÉRALE 
QUI FOURNIT LA VALEUR 
DE LA PLUPART DES INTÉGRALES DÉFINIES 
CONNUES 

ET CELLE D’UN GRAND NOMBRE D’AUTRES. 


Annules de Mathématiques , T. XVII, p. 84-127; 1826. 


DEUXIEME PARTIE O. 


Ou 51 vu, dans la première partie de ce Mémoire, qu’en désignant 
par/(a?) une fonction telle que —i) s’évanouisse : i" pour 

a; = ±00, quel que soit y; u" pour y — oc, quel que soit x, et que 
d’ailleurs cette fonction conserve une valeur unique et déterminée, 
pour toutes les valeurs de a? et y renfermées entre les limites x =— --c, 
x = oc , y == o, y — -h 00, qui ne satisfont pas à Téquation 

1 

/(.-*••-h y \/— 1 ) 

si, après tivoir cherché les racines réelles ou imaginaires de l'équation 
(,) /M = “’ 

on désigne para;*, x. 2 , x 3 , . . . celles de ces racines dans lesquelles le 


(') Voyez la page 97 du précédent \olume îles Jmuiles de Mathématiques. 




coefficient de J —i est positif, et par l t , h, L, ... les valeurs que 
reçoivent les produits 

+ e), £/(.£•;> 4- O? îf{ x 3+e), 

lorsque £ se réduit à zéro; alors, en posant 

( j A — 2 T33 ( i [ -+- l.j —i~ 1;; . • • ) \/ — I, 


on a 
(•>) 



/(,/•) d.r = A, 


C’est cette formule qu’il s’agit présentement d'appliquer. 

Rappelons auparavant que, si l’équation (1) avait plusieurs racines 
égales à a? 4 ; en désignant par m le nombre de ces racines, et par s un 
nombre infiniment petit, il faudrait supposer, dans la formule (2), non 
plus f* = £ J\x i 4- s), mais 

, I cl"'- . 

1 1 . 'à.'6 .. . {m — 1 ) de" 1 ’ 


Enfin, si, dans la racine æ lf le coefficient de J —1 se réduisait à la 
limite des quantités positives décroissantes, c'est-à-dire, à zéro; ou, 
en d’autres termes, si la racine devenait réelle, le terme f t corres¬ 
pondant à cette racine, devrait être réduit à moitié. 

Passons maintenant à l’application de ces formules. 

La formule ( 3 ) peut être, si l’on veut, remplacée par la suivante : 


fi) 


1 




d.r 



et l’on voit que les formules ( 3 ) et ( 4 ) réduisent la détermination des 
intégrales qu’elles renferment à la recherche des racines de l’équa¬ 
tion (1) dans lesquelles le coefficient de —1 est positif. 

Supposons, pour fixer les idées, qu’on ait 

(5) f(x) = tp(M)x( ,, )4'( w )- • 

©(m), xM’ ^O)’ • • • désignant des fonctions rationnelles des 
variables u, v, u>, . . ., et u, r, en, . .. f(a?) représentant des fonctions 



de x qui restent complètement déterminées, dans le cas mémo où, 
après avoir remplacé x par x-\ -y v /—i, on attribue à x une valeur 
réelle quelconque, et à y une valeur réelle positive. Concevons d'ail¬ 
leurs que la fonction f(a?) ne devienne jamais infinie pour aucune 
valeur finie, réelle ou imaginaire, de la variable x. Pour obtenir les 
racines de Y équation (i), il faudra d’abord chercher celles des équa¬ 
tions 

/n ' 1 ‘ 

(n ——r~<>. — — -—O, 

?(") 7.('é 'H w ) 

et, comme, par hypothèse, les fonctions 'f(«), ^(c), • • • sont 

rationnelles, il est clair que les premiers membres des équations (6) 
pourront être remplacés par des fonctions entières de u, e, w, .... 

Supposons ces mômes équations résolues, et soit h k y/— i une de 
leurs racines; on if aura plus à résoudre que des équations de la forme 
( 7 ) //. = /i + k \J— i, (• — // + /■ \J— I, ... ; 


chacune d'elles fournira une seule racine, dont il sera facile de fixer la 
valeur, si fou a pris pour u , e, o\ . . . quelques-unes des fonctions 


(«) 


l(r 


i -+- x \j — 
i — x \J— i 
1 [/• Sin 0 H- (/• Cos 0 


.I.' y 


). 


x) sj— i ], 




(') Pour lixor, d’une manière précise, les valeurs des notations employées dans le 
calcul, nous adopterons ici les conventions que nous avons admises dans le Cours d'Jm - 
lyse algébrique et dans les précédents Mémoires. En vertu de cos conventions, la notation 

Are (Tangr) 

est toujours employée pour désigner le plus polit arc, abstraction faite du signe, dont la 
tangente soit égale à ^ ; et les notations 

(u +1’ \j— 7) : \ H«+ e ï) 

(u désignant une quantité positive ou nulle, et \x un exposant réel) pour représenter les 
expressions imaginaires 

■+■ v/~Sin Are (rang^ j 
i 1 ( n* m- v 2 ) yCTJ Arc ^Tang ~ \ • 


(u--+- p 2 ) 2 | Cos jj. Arc ^Tangf J 



r et s étant des quantités positives, et 0 un arc compris entre le: 
limites o et 

En effet, posons, pour abréger, 

- h s 

( 9 ) o =z (/r H- A -2 )', w = Arc( Tang^J; 

et Ton trouvera 


( 10 ) 


pour 


-4- x \J— 


* V 


h -f - k \> — 1 , 


2p Cosco -}- (j — p") \/— i _ 
i 2 p Sinw -I- p- 1 

— x \J— i ) = h -!- k \J~~ i, 


x — — e h Sin k -4- ( e h Cos k — r) \/- 


pour l( 
x - 

pour — \f — i ^ — //. -I- k \J —i, 


e h Si n k — ( c h Cos k — i ) \J — t 
pour ] [ r Sin 0 H- (r Cos 0 - - x) \/ — i ] = h -+- k \f— i, 
x = — f e h Sin k — r Cos 0 ) -n ( e* Cos k — r Sin 0 ) \! 


et ainsi du reste. 


On peut encore considérer la notation 

dans laquelle X et p. désignent des quantités quelconques, comme représentant une fonc 
tion unique et complètement déterminée, toutes les fois que u reçoit une valeur positive 
En effet, eommo dans cette hypothèse, on aura généralement 

,, , , j ~ l( —\) 

u -i- t.’ y— i = <; 


on sera conduit naturellement ù la formule 

(« ■+■ e = e °' A ^ J 


qui suffira pour fixer complètement le sons de l’expression imaginaire comprise dans soi 
premier membre. Si l’on suppose, en particulier, u = o, on trouvera pour des valeur 
positives de <•’, 


(,/r7) 1 -i t ' CT = {(; us [ïî..,- p-IM 


-+- \J — i Sin 


[; 


X 4 




K>')- 


7ïT 

T 


et, pour des valeurs négatives de v, 

(<■ ■/=! = { Cns [ ï ( - ,•) ] 


Sinfj.J.-nK-v)] 


X l(—p)-t- - U 


Si, au contraire, on prenait pour u, r, o>, . . . quelques-unes des 
fonctions 

l Sinta 1 , Gos ta-, <! hx , X ( J i 

fin • __ _ 

I l(i-i -re L, ‘^ '), l(i -/• f J '-‘ ' ), .... 


a, b désignant des ([uantités quelconques, et /• un nombre inférieur à 
l’unité; chacune des équations (7) aurait une infinité de racines. 
Ainsi, par exemple, en représentant par n un nombre entier quel¬ 
conque, 011 trouverait 


pour Sinta' ”• o, 

> w 

.ro, .?• ™ ±: 

b 

pour Costa- =tl o. 

_ h Jtn r _ 

pour <; bx -~ h -I- k \!— 1, 


■>. ru 

17 


, ,r 


n fii 

T~ 


3 07 

777 


1 (p) 4- 


07 


\ - 1 1 


( 2 n -+- 1 ) 07 

'■). b 


O; 


( 12 ) / pour ta ' -1 — h -f- k \J — 1 , 


03 


0) —- \! — I l(p) ± 27107 

pour e ^ ' ~ 1 h* — } t 4 - A 1 \J — 1 , 


1 ( p ) f _ — (o 


.r 


07 


i dr 2 «03 — i. 


a b \t - 1 

pour l( 1 - 1 - r 1 , 

2 «07 G— 1 1 tf — 1 
, r .... ; 


et ainsi du reste. 

Alors la somme désignée par A se composerait, en général, d'une 
infinité de termes; et par conséquent l’intégrale (4) se trouverait 
représentée par la somme d’une série infinie. Mais il arrivera, dans 
plusieurs cas, ou que la plupart des termes de la série devront être 


(>) Voyez le Cours (L'Analyse algébrique , cliap. IX, (i?.) et ( 0 . 2 ). 
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rejetés, parce qu'ils appartiendront à des racines dans lesquelles le 
coefficient de — i sera négatif, ou que la plupart des termes seront, 
deux à deux, égaux et de signes contraires, ou enfin que la somme de 
la série pourra être facilement déterminée, par la méthode que nous 
avons indiquée dans le paragraphe 13 du Mémoire sur les intégrales 
prises entre des limites imaginaires . Il en résultera souvent que les 
équations ( 3 ) et ( 4 ) fourniront, en termes finis, les valeurs des inté¬ 
grales qu'elles renferment. C'est ce qui aura lieu, par exemple, si l’on 
prend 


f(r) = o O) 


Cos u.ï 
Cos b.r ’ 


o(a?) désignant une fonction rationnelle et paire de la variable x. 

En ayant égard aux diverses remarques que l'on vient de faire, on 
déduira des équations ( 3 ) et ( 4 ) une multitude de formules générales, 
propres à la détermination des intégrales définies. Je me contenterai 
d'en citer ici quelques-unes. 

En désignant par/- une quantité positive, et par m un nombre entier, 
on établira sans difficulté les formules générales 


d'J) I 

l'i) f 

J n 

( i • j i j 

1 U 

rié) f 

'■o 

(l 7) I 


/(;*)-/(_ 

.r) d.r _ 7y /( 

•W— i 


fiæ) H- J‘{ 

.r> rd.r 

•> 

,V~ ~f~ /*“ 

f(:r) -/( — 

.r) x (i./- 

'>. É — i 

.r 2 -h r- ~~ 

/( r ) /( — 

:r. ) /• d.r 

o, 

.r- — r" 

/(*)-/(- 

,j:d.r 

0. \/— 1 

,r- - r- 

/(•*)-/(- 

œ ) r- d.r 


ÜA'Y-'-ïh 


t L/Y'A -./Y- 1 É— 1 


L/Y») t)]. 


( 21 ) 


( «S ) 


/(■*) 


{r-x\f— i) 

/' ' _ /<”>_ , 1 . 


d,r ~ o, 


. . sot i\ m ~ x f(r\î— i 

_ ™ f — t V" i_ _iLj_’_: I i | 

\J _ï)"' Ff/» - ) de '"- 1 


Si Ton suppose f(x) 


f(.r) 


î(x) 


1 ï) 


; on trouvera 


(' S 3 ) 


d.r -- sot l’( i -- r \ — i ) pour /■ •< i ; 

d.r — — OTf(o) pour r i \ 

d.r =r o, pour /• > i. 


Puis, eu réduisant la constante r à zéro, on tirera de la première de 
ces trois formules 


1(. 


T) 


i(x) 


l(r 

“W- 

T) 


î(x) 


l(r- 

- X \/- 



(^ 4 ) 


/(•*) 


H-———— ) d.r = — acjf (\/~ i ). 


la: — — \J — i 1 x + — \J — i 


Si, dans l’équation (21), on remplace le nombre entier m par itn 
nombre quelconque a , on trouvera toujours 


{‘J. O) 




(r - )" 


d.r 


Soit maintenant ©(#) une fonction rationnelle de la variable jj, et 
concevons qu’après avoir calculé les diverses racines de l'équa¬ 
tion — on représente par h k J — t Tune quelconque de 

celles dans lesquelles le eoefficientde \/— 1 est positif. Soient de plus m 
le nombre des racines égales à // + k\l — 1, £ une quantité infiniment 
petite, et //„, K„ deux quantités réelles, déterminées par la formule 


(26) 


//«H- Kn>J- l 


i d"[s" M <p(/j + A - —i4-e)"| 


.2.3. 


ds" 


(') Le r osl celui de M. Legendre, do sorte que !’(///) = 1. 2 . 3 ...(/// — 1 ). CVsi 
le (m — 1) ! de M. Kramp. (.T. O. G.). 


WG l-OK.UULh; U L L> h H A L K 1)0 1 MS IJ JK U U JL M J.N'J 

qui deviendra simplement 

( 9" j H -f- K. \j — i — sep ( h, -j- k \j — i -+- s 

si une seule racine est, égale à h -f- k — 1. 

Soit enlîn f(a?) une fonction telle que l’équation =o n’admette 

point de racines dans lesquelles le coefficient, de y— i soit positif; du 
moins qui 11e produise dans la valeur de A que des termes dont la 
somme se réduise à zéro; on tirera de la formule f.V) 

j cp f.r ) ff.r ) (ta¬ 


(à w . 

■ //«,-, V r 

- i)f(/ 4 H-AV : 

— 1 ) -f-. • • 1 

-+~ ( A ... 

ffrn .V™) 

11 

1 

T 

I) + ... 


H,n W~) 

î"(ll H- k si- 

I . 9 

1) 

-+-. 



.... I-... 

+ (A', - 

II y~) 

f' w '~ l! (/i -+- k V / —"ï") 1 

i. 9 . 3 . . . (/« — 0 ’ ’ ’ ; 


ies expressions K — II sJ — 1, K l — îl iS j — 1, ... devant être réduites à 
moitié, quand la quantité k devient nulle. 

Ainsi, par exemple, a , b, r, s désignant toujours des quantités posi¬ 
tives, 0 un arc compris entre les limites o et tir, h-+-k<J —1 une des 
racines inégales de l’équation = u, et enfin co, a les quantités que 
renferment les seconds membres des formules (9), on trouvera 

( •.«) ) f ( — ;V I )“-* cp (a ;) (h- 

— 36 

— ‘>.txs\(K — // i )(/• - h \! 1 Y " 1 -1- ... ], 

-h '-o 

( ,I>X \dî ( x ) ( l x 

— — a rtr ll *( Cosbb -f- \/ — 1 Sin b/i ) —r ... J, 


(3o) 




LES VALEURS 1)E [NOMBREUSES INTÉGRALES DÉFINIES. 361 
(3cï) f l(i — rx y/— i) cp(a?) doc 

■ —«j 


* - //\/=7) 1( i 4- kr - hr sf~i) 


p ' » 

(33) j 1[/-Sin0 4 -(rCosÜ - x) y -- i] o(x) da 


— TTT 


i ( A —- //y/— r) l[/i'-t- /• Sia 0 — f // — /• Cos6) y/— i | + .. . j } 


( 34 ) / ( - x y/-- i)" 1 c l, - T \ 9 (.r j tlx 


- '* w i /T // s/~* i ) ( X- - h y/-- i )° 




(Cos/;/i -f- y/— i Si« . }, 


(35) f 


(■ 


æ- y/ — i 


)“ 


cp ( a; ) ri./; 


l(i — rx y/— i) 

- (A' — H\f^ï)(k - h V /—)" 

* 1 ( i 


1 (i 4- Xr — Xr y/ — i ) 
(36) ^ # v/— 1 )" 1 1 (^i 4- — v — 1)9 (x) da- 

— “ w j ( A — // \ /Zr ï )(/•--/< y'"~)'“' l 1 ( 1 4 - ~ e'" 1=tN ) +. 


+ . . . I 


(3/) 


r ±,<l-* ^ l(l+ ' ,/~7 

.U. I(i ra?v---0 \ •** / ' 


l(i • /vry/-~i) 

— ~ ® j ( A — // y / ~) ( X- - // v /~ )“ e w (Cos bh 4- y/~ Sin A//) 




X 1 ( 1 4- - (! U) v-i ) -_____ f 

p )\( x + kr-hrd-i) ( 


(3lS) j ( ,uc b - L '' '(p(^) ( l ir 


— Il ÿttr 1,11 tU>s bk 

[Cos ( uc~ bk Sin h h ) 4- y ' — 1 Sin ( ne hk Sin b h ) ] 4- . . . 


(h) f' (-J- 


)(>-/<*•• -1V" 1 

,,<■ Sin A/, \ _ I i/_. f Sin ( P Sin hh > 1 _s 


( 4 c 


— — 2 n 7 { (K—II \J — i ) l[ i ■+■ re~ hk ( Cos bh + \j— i Sinbh) J . 



re 0x^— 1^ (p ( iZ; ) c l x —. . ; 


) 

b 


et ainsi clés autres. 

Enfin, si Ton suppose a<^b, on trouvera, en prenant, pour x une 
fonction rationnelle et paire de la variable x, 

., Cos ax , 

(42) j_ m cŒ ?(l)dl 

-- ^ 777 | ( K — H\j — l) 

(e a *-i- e~ ak ) Cos ah — \j — i (e ak — e~ ak ) Sin ah ) 
X (e bk h- e- bk ) Cos bh — \/—l {e bk — e~ hk ) Sin bh + ' ' ' j’ 

(43) sisî (I)(l1 

— — w|(A^-//v/“) 

( e ak — e~ ak ) Cos ah — y/— 1 (é ak ~f~ e ~ ak ) Si nuh _ ) 

X \è hk - fi-**) Cos bh - {e hk + e~bk) Sin bh + ' ’ ' ) ’ 

et, en prenant pour <p(a?) une fonction rationnelle, mais impaire de la 
variable x, 

< 44 > CssisiM** 

— — 2îît| (A — II \/— 1 ) 

( e ak e~ ak ) Costt/i — \j — i (e“ k — e ak ) Sin ah ) 

X (e** + <?-**) Sin bh -+■ (c w — <* bh ) Cos bh '* )’ 

C "* ' Sin ax 

(4o) cd^ ( * )d ' r 




Uk-iiJ~) 


(e üX -)- e ~ (tk ) Sina/ü + \!— i ( e ak — e ak ) Cos«// ) 

(p^-f e l,k ) Cos bh -- — r ( e!> ^ “ r ' t>k ) Sin bh j 


Comme d’ailleurs ces quatre dernières intégrales s’évanouissent 
évidemment, savoir : les deux premières lorsque deviendra une 
fonction impaire, et les deux dernières lorsque o(a?) deviendra une 
fonction paire; on peut en conclure que les valeurs de ces quatre inté¬ 
grales seront connues pour des valeurs quelconques de la fonction 
rationnelle désignée par o(æ'). 

Chacune des formules que nous venons d’établir se décompose en 
deux équations réelles, lorsqu’on égale séparément à zéro et les parties 
réelles des deux membres et les parties multipliées par —i. En 
opérant ainsi, et prenant pour une fonction réelle, on obtiendra 
une multitude de formules, dont quelques-unes sont déjà connues, et 
parmi lesquelles je citerai seulement les suivantes : 


(/jO) I .} ,n " 1 ©(.r) d.r 

•'il 



US \ 

— < p"- 1 

c . GT | ^ 

bin <t 

•>_ 

// Cos (1 — 

- a) ( m) 




— K Sin(i 

— a) ( - + 




■ \ / 

Ci;) 

j' COS 1),T ©(,/“) d.r — - ‘-î 7TT 

J ( K Co.s bit 4 - // Sin bh ) r 

(48) 

j Sin/»./* <y(./‘) (J 

1 X --- >.u T j 

( K Sin h h — //( 

dos b h) e~ 


(/, 9 ) I* I(r-- •>. r.r: Cos 0 4- .r- ) © (.r) d.r 


9. us j K 1 [ r- - f >. o r Sin (gi — 0 ) 4- p -1 

,, . p Sin G) — r CosO 

•>.//Arc rang = --- 4- 

p Los m -|~ /• Sin U 


/-N K nn r CosO — .r 

( ’)0 ) J Arc Tang — ■ ■ ^- Q — • <p (-r) d.r 


w | II 1 [ r' 1 ■ 2 p r Sin ( G) — 0 ) 4 - p- 

£ 

P 


r , . P SiaGi — /-CosO 

-+ .*ArA re 'Hng = H- . 



(;h) 


I A l'C Ta ng- = • o ( x ) ch- 


~-~uy) //lu + us Cosoi -+•) — :>.A Arc Tang 


S Si 11 O) 

H- s Cos 01 


4- . . 


I ) 


J' cp ( ,-7.*} A rc Co l x: c/.r 


2 Cos w i 


, r i / ^ UJ 11 r _ . 

//!( i -I---1~ r „ ) — ’.kK Ârc (.ol 


o Cosoj 
Sinoi 


-I- . . 


(.TA j e " (: »sA.f.-Cos(«.Sinù.r) ç(.r I d.c 

=r - - 2 CT {(> u( ‘ ' u ,; ° s Qos ( a Si n /;/; j . |_ //Sin (// r t,k Sin b h) ]-t- . . . ! 

(\*/|) j c" ,: ° s/ '- r Sin(n Sin/;.v) cp (.r) d.r 

i..- ’irrr | r.o's/'A- j" jf Cos ( a ( > Sin b h ) - - K Sin ( n a ~ hk Sin bh) \ -h- . . . j 

( 55 ) j 1 ( i H~ ■>. /• Cos bx 4- r- ) cp ( x) d.c 


irr — y. tü K 1 ( I 4- 2 r C hk Cos bh 4- r~ e~- ld ' ) 


4- '? // A rc Ta n g ~ 


r Sin bh 
< >hk -\- r Cos b h 



( 56} f Arc Tang — iJ?-— .- - o (.r ) d.r 

° I + /’ (jOSOO! ' 

= ns | II 1 ( i -f -‘xr e tlk Cos b h -i- /•- e~' lbk ) 


•>. K Arc Tang : 


Sin bh 




Cos bit 




On trouvera encore, ni prenant pour o(cc) une fonction paire de l 
variable x. 


(07) j x“ 1 Sin ( — - bx j cp(.r) d.r 

~~ —- 7 ï 5 \ r, a ~' e ' u [ A'Cos(w — rAon- bh) 4 - //Sin(w — uu\ }-• bh)\-\~. .. j 

Il est facile de reconnaître les différentiations que doivent, subir le 
diverses formules auxquelles nous sommes parvenus, dans le ras 01 

réquation = o a des racines égales. Si Ton différence ces meme 


formules pur rapport, aux quantités a , b, r, ... on obtiendra de 
nouveaux résultats, que Ton pourrait déduire directement de la 
formule ( 3 ). Ainsi, par exemple, si l’on différentie n fois par rapport 
à la quantité a, l’équation (.{6), on en déduira la valeur de l'intégrale 

(58) J x n 1 o (.*•/[ 1 {x) I" d,r 

à laquelle on parviendrai! aussi, en posant successivement, dans 
réquation ( 3 ) 

/(•*) — (~v’—O'* 1 K— ■* v—O 
/ ( • * ) = ( — - 1 )“ ' 1 [ 1 (— )] a ? (h 


On obtiendrait encore plusieurs résultats dignes de remarque, en 
intégrant quelques formules par rapport aux constantes a, b. r, 

Il importe d’observer que les formules (29), ( 34 ), ( 35 ), ( 36 ) et ( 36 ) 
subsistent., dans le cas même où l’on remplace l’exposant réel a par 
une constante imaginaire A.-t- fj. y/—-1. En opérant ainsi, prenant pour 
9(0;) une fonction réelle et posant successivement 

a = 4 - |ul \f~ 1 , a ■— ), ~~ p. \/— i, 


on établira de nouvelles équations que l’on pourrait combiner entre 
elles, et l’on reconnaîtra facilement, par ce moyen, que les formules 
(46), (07), ... s’étendent à des valeurs réelles ou imaginaires quel¬ 
conques de la constante a . Si l’on décompose, ensuite chaque équation 
imaginaire en deux équations réelles, on obtiendra les valeurs d’un 
grand nombre d’intégrales définies, parmi lesquelles je citerai celles 
qui suivent 


(5(j) f aé- 1 Cos| y. I| cpt-r) d.r, / .v'*-' Sin[g. 1 (#)J ?(a.') d.r; 

• Ai • Ai 


(6o) 

r i 

[ITT 

e 2 Sin 

2 


,, * | 

HJ 



t/o \ 

e - Cos 

2 


• bx — /j. 1 (a- 1 ) 
— bx — {x 1 (#) 


II.CT 

-4- e î Sin 


" Cos 


À 7 T 


An 


bx -l- [j. J (x) 


bx -1- |J. J (x) 


9 (æ) dx ; 




On déterminera les deux premières, quelle que soit la fraction ration¬ 
nelle désignée par ©(.»); et les deux dernières, toutes les lois que 
eette fraction deviendra une fonction paire de la variable, x. 

Aux formules générales ei-dessus établies, on pourrait en joindre 
un grand nombre d’autres, dans lesquelles entreraient des fonctions 
®(u), ^(e), • • • des variables 

u — - + -■■■ ^ —, ■■ = ](/•- ./-y “V , v — |(, ,v \/~\ 

i—,rv'—, \ .r ' ! 


Ainsi, par exemple, —] désignai)I toujours une des racines 

inégales de et l’expression —i étant déterminée par la 

formule (27), on tirera de l’équation ( 3 ) 


(&0 


f. 


/ 1 -h x o — 1 \ ( // -h AT v/ — J 

<?( -- h= - 2 - . ---H cp(u) -1- 


1 —■ (C \i — 1 


x- H- 1 


h -f- k -j- 1 j 


( 63) r%[ 

kJ — yr 


•P, 


H*) — 


l(^) H- - \/~ 1 


/• diT 


GKp[l(r)J — uwr j (// + K ) 

Cos/i’ -l- \j — i Sin k 


X 


r- — c lh ( Cos 3 k -b \/ — 1 Sin k 


r -1 - • •. 


Il résulte d’ailleurs des équations (10) qu'’après avoir cherché les 

racines de = o, on devra seulement admettre, dans les formules 

(62), celles des racines dont le module sera inférieur à l’unité, et, 
dans la formule ( 63 ), celles qui fourniront des valeurs positives ou 
nulles de CosjÏ:. Ajoutons que les quantités //et K devront être réduites 
à moitié, dans la formule (62), quand le module de h -f- k v /— 1, c’est- 


à-dire, \Jhr-\r k 2 deviendra égal à l’unité, et dans la formule ( 63 ), 
quand on aura CosÆ= o, 



On déterminera avec la môme facilité les valeurs des intégrales 

(64) jf 

(65) P-.* V '~>- <?[!( - x V^XI-pr. 

(66j ?() X[H -- )J do. 1 ; 

et ainsi du reste. 

On trouverait, par exemple, 

d* i / /—x p//P ) 


(0-) 


r: 


cp(Æ) 


=■ ""r^- i)+ kf - i^rj + -\- 

On trouverait, de meme, 

(68) / ( —o-V— ipX-r) -- 

^ 1 f — # y — i ) 

- - ^ n/”) - « ® ( 77 T~~ , V /-~— , (* - A 


1(à- — //. y'— i ) 

On aurait, par suite, en prenant pour <p(a?) une fonction paire de .r 
(69) r 9 (.r)—- <Le = _ CT | <p (^/—) + - j r ~ // /-_ 1 ■ ... | 

+ [!(*)]* r V ' f 


(70) j' ««->(*•)—^p-rr 


1 , - CCVJ . . . 7T ^ ££GT 

bin — 1 ( iü ) — - Cos — 
" 2 2 




-h [l(.r)]- 


et, en prenant pour <p(») une fontion impaire de a?. 


-i-, 


f7 ° / Cp(,X ' ) 7 ~ 7 T \ ~'-da? = j<p(\/— 1 )+ 


+ ■• -s/- 1 ’ 


(7 2 ) 


J /» V 

a? a-1 <p(a;) 

0 


7T C . aar „ anr,, 4 

-£in-h Cos — \(œ) 

1 % '2 


d&’ 


[1 (*)] 2 


m 





déduisent des équations (A) et ( 3 ); 011 pourrait ensuite transformer 
les intégrales définies contenues dans ces formules, de manière à 
obtenir d’autres intégrales, prises entre des limites différentes; ce qui 
sera particulièrement utile, toutes les fois que les fonctions sous le 

signe j deviendront infiniment. grandes, pour certaines valeurs de la 

variable. 

Ainsi, par exemple, on tirera de la formule (16) 


(7 3 ) 




7et'-j- nl\ /: 


11 sera pareillement facile de s’assurer que f intégrale ( 58 ) est équiva¬ 
lente à l’expression 

(7/,) J |a-«<p(Æ)H i - u'*Q ) T(,^:) j 1 1 ()3 n ^7 ‘ 


Ajoutons que, dans les diverses formules obtenues, les valeurs numé¬ 
riques des constantes a, b , r, s, ... ne seront pas toujours entièrement 
arbitraires; et que ces constantes devront être comprises entre 
certaines limites si, en les étendant au-delà de ces limites, on rend 
infinies les valeurs des intégrales qui les renferment. Ainsi, en dési¬ 
gnant par <p(a;) une fraction rationnelle dans laquelle le degré du 
dénominateur surpasse de m unités celui du numérateur, on recon¬ 
naîtra sans peine que, dans la formule ( 58 ), la. constante positive a 
doit être inférieure au nombre entier m. 

Si maintenant on attribue aux fonctions /{&), f(a;), <p(a?), . . ., ou 
bien aux constantes a , b, r, s ,... des valeurs particulières, 011 déduira 
des formules générales que nous avons construites la plupart des inté¬ 
grales définies connues, et une infinité d’autres nouvelles. Je me 
contenterai de présenter ici quelques-uns des résultats les plus 


simples. 

( 75 ) 


/ V 

0 


1 Sin ( — — b.v ^ rà -‘ : 


j<a- l ç—hr • 


( 7 6 ) J 


’'~' a ' , -b*\4±-. = *r- >&»(?’ 


~ 1 Sin ^ 


(77) 


( 7 S ) 


(79) 




æ a—\ C 1 J; _ 

c Sin«cr 


r- 2 V 

vs C~x n ~ l d,r 


br 


C x x a 

J» ~ 


x 


vs Colavs 5 


/■=£=/ 

a O a 11 


1 X a ■ 


1 

x a d.r vs r „ a.vs 

-= lan^—; 

1 x 2 2 


x 


r * x a d,r 

/ x- -+- 2 rx Cos 0 -t- r- 


vsr " Sin iv.O. 
Singer SinO ’ 


/o„n f * ^ /a Cos[^1(æ-)J , 

^ J a x- -h 2 x Cos 0 -+- r 

vs [ ■ c tJ-i CT -+- rj ) j Cos A (c?—6) — Ojj Cos A(cr -+- 0 ) 

e-v-™ — 2 Cos ( 2 7 x 5 ) H- 


Sin 0 


/o n f” ^ A Sin[^ \(x)} 
(8l) / Ü 


Sin 0 


cr [el J -(' Jt+ -°)— ^—(j.{7^-+-0) j Sin A(cr-l- 0 ) — — e -|j.(a—Ojjsin "X(vs — 0 ) 

" e-v-^ — 2 Cos ( 2 Ivs) -+- e-~-v- u 


(8a) 


C * X" 

I -- Il (x) I" d^' 

J 0 * + ^ •' 


--= I 


, l7 .« H - (-iW . 


U (•*;]' 


X -b 


, d" Secf - avs ) 

d.r _ r. \ 2 J ) 

x 2 d<2“ 


(83) 


/ 1.'(-••)]” d.- 

/ f \fi f I 

, .//'—(•—1)« - ) . d“Tang - avs 

■- —— à?— 

*'« -r. - 


(« 4 ) 

( 85 ) 


r 
1 


* x a ~ l — x h ' 1 d.r 


+ ( 1 Tang ~ — 1 Tang ^ 71 
l(x) x--{-i V 4 


4 


:C a - 1 — x ù ■ 1 djî __ / r/TT 

!(#) Æ‘" — I ~ ~ \ 111 2 10 2 ) ’ 
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( 86 ) 

1 * 7 ) 

( 88 ) 

( s, Ji 

(9°) 

(O 1 ) 

({)») 

(î)3) 

(9i) 

(9 5 ) 

(9 6 ) 


FOR-ULLE GÉNÉRALE ü’üli SE DÉDUISENT 


f 


Cos 657 


Sin bx 


x- -f- /*• ’-i 


f 


Cos bx — 


/• cLt: 


x- — /’• 


r si 

*'u 

— Sin &/\ / Sin foc 

* 

j Cosix T~A ] = *J :+ i) s "‘â 

«•■C ‘ ’’ *• 11 


.* dU/' TT 


4-2/“ -1- Z'" 

J7 do; 


Cos br 


x -— r- ‘i 


î \ <Tr r, 
x - 


X ) X- — J 

* SinC* d.r sï 


(i--r •»') 


J (x- — 2 rx Cos 0 -H r 1 ) 


/■ CosÜ— ./• d.r 


r - r Cos 

/ Arclang——^r 


t: x- -f- /•- 

— id I ( î •>. r Sin 0 i- /•-) ; 

/• GosO 


Sin 0 î .*■ 


: sj Arc Tang 


j -I- r Sin 0 



s 

î -i- - 

x 


jf 


. , r / s \ x d.* sj . , 

Arc lang - — : -- — J | t -l- 

°\xjx-—r' (\ 


r- 


f (Arc Cotec) 2 dx — j Arc Tang • ~i r~ x 1 ( -G j 

J u J 0 X X -jr 1 

i: 


, j æ Arc Tang ~ Arc Tang.* 


57 - 

X 


dj7 SJ . . , 

■¥-= 4 1(a); 


y* (— ^V— 

y (— ^ v/— r)"- 1 e^V-11 (^I -+_ *)- 


r àx ,, / .v 

■ i I —- ; = sjr"" 1 1 i H— 

aS -+- r- V r 


d 57 


i- 


’ o ; 


Sin b 


(97) 



I 


(w) 


£ 

£ 

£ 


! c a.c\.-l __ e ü.vv-l du' 


x \/ — I 

aw r, 

10 

— aj \! — 

£ 

pour 

i — ;■ L 

qIIX\>- i_ g/y.tV - 1 


1 

du' 

- v s/— I 

(*«■>■£ 'I __ (>h^\ ” 

lu 

i 

-.,V= 

du; 

i 

JJ \j — f 

Kr 

- .r \/~ 

£"° 


TÏT ( <V, — ta. 


o pour 


(100) 


/. -i- ^ ^ _ _ H 1 “ v / — 1 

/ (—jj ( y/—i)“~' ta ’' 1 1 -—--du- 

J * <(<--.✓= 


2gj( i — /•)" ’e / '" 'Hf — --— ] pour r < i ; 

v i — r-h s 1 A 


(xoi) / 
ta 

(aw) I. 

(xo3) 

(io/i) 

(io5) 


TC 

-(Cosao.' — Costa?) H- (Sinuu.' —- Sinta?)l(u;) ^ 


:gt (c? A ) ; 


+ [I(.OJ a 


V : 


(/• — X' (/— i)" 


du' — u, 


/:v 


du:; 


(/• — u; \/— i) n {s — ,v\f — i) A 


ta 


J s\ -H ■« ^.| 

eus£*• (^ Sin^j;) îta. — -^(e"—x) ; 

» 


j: a 


C e tii:u, S iu: Q os ( ^ gp, I )JL ^ ^ 

J 0 & d t 


dj: ( J ); 


^ e » Cos 6a- gi u Sia &u;) ^ ™ ( e ua 


(') Ces deux premières formules doivent être déduites, non de la formule 


f (■■*') du? = 2 cr 'J — i ( fi -+* fo -+- fj ■+*...) j 


mais de la formule 

Ç /(u?) d.i* = aw \J — i ( fi -+- f 2 -+- f :! H-...) — w F \J — i ; 

F désignant la valeur que reçoit (-r-t-jv/— 0 /(.c-+-j \J— V), puury =<x>. (Foyez la 
première partie du Mémoire.) 



(io6) 


( l0 7 ) 


( 108 i 


W)) 


f x n ~' e ( ' l)S|,,,i Sin ( —- Sin^.r ) ——— 

J„ \ « J æ '- + r 

— V 
J h 


r" 1 c 


i . 


) w + (/- + ./V- i) * ] i I _ h fi 


— ' (l\" ■'.... ( 1 Y" -1 1 

' ;/ — :•>. I \ /y V /• - 1 - ,v / 1 

^ (/• — .r — i )~" - { r -r- ,/• \ — î ) 

i ro \ î i i 


\rr Tnnsi - ) d.r 


/ 


( r -, 

s y \ 1 

Cos n.r 

<l,r 

Cos/a/ - 

1 -f- ./•- 

Sin u.r 

d.r 

Sin b.v 

1 -H .r- 

.r Cos u.r 

(U* 

Sin h.r 

1 -H- .v- 

Sin u.r 

il./- 


cj r 


ror c'" - - c " 


■« .. /•■ 


ïïT r" - : C." 


r: « 


ïït r" - - c 


jh _i h 


•>, r“ r 


Los quatre dernières formules supposent a <(/>. 

Dans le tableau qui précède, on reconnaît facilement plusieurs 
formules établies à l’aide de méthodes diverses, par Euler et d’autres 
géomètres, et particulièrement par MM. Laplace, Legendre et Poisson, 
et par M. Bidonc, géomètre italien. C’est à ce dernier que sont dues 
les équations ( 3 ^), les formules (75), (76), et plusieurs autres sont 
entièrement nouvelles, ou extraites de quelques-uns des Mémoires 
que j’ai publiés sur les intégrales définies. 

En désignant, avec M. Legendre, par r(«) l’intégrale 



V r d.r. 


et, en suivant la méthode que j’ai indiquée dans le Mémoire sur les 
intégrales prise entre les limites imaginaires (Paris, iu- 4 ", Debure, 1826), 



on établit facilement les deux équations 


<‘ hx ' ^ d.r 


( i u>) 


r 1 

J * (/• H ./• V 


[ y r i fi 
d.r 


b" J r 


J ^ {/' +- .r \/ — l )" (,v -- ,r i V’ 


•>. TÏT ( /• -j- ,V ) 


K • h 


r ( <t t- b — i ) 

r ( a i r ( i>) 


De ces dernières, combinées avec la formules ( mu), on tire immédia¬ 
tement 


(i 11 ) 


et aussi 


(112) 


X 


■o- 


-1) 

" i- (/• -i 

• r \ - 

0 y 

(■/■ - 

v’~ 

=7) 

"-(/• i 

- ./V- ■ 

7) " ( 



•) 




(/•-, 

Y" 


-h (r h- . 

c 1 ) 

t— a 

(*— 



0 

“H « i 

^/rrry 

-h ^ 

('■ - 

" \ /== 

~) " 

*1 

— (r + , 

Y ■ • i 

» " 

(,•. a 


\ 

T) '■ 

, 1 

— t.v -i- J 

YY) 

h 

- d.r 


x (ff 


TS 


b"(‘ hr \ 


Sin b.v d.r — —~c (,r : 

u I ( a ) ’ 




■* Y- * 


\-a-b £(fi±JÎLzi} 

r(^/)r(é) 


i» r (b) 


J’ai donné les formules (m) au commencement de 181 5 , dans un 
Mémoire où elles étaient appliquées à la conversion des différences 
finies des puissances en intégrales définies, et pour lesquelles 
MM. Laplace, Legendre et Lacroix furent nommés commissaires. On 
peut, au reste, opérer cetle conversion, en s’appuyant sur la première 
des formules (i io\ ou sur une autre formule qui s’accorde avec elle, 
et qui a été donnée par M. Laplace. 

Enfin on tire des formules (87), en faisant ?' = 1 , puis écrivant z au 
lieu de b , 


(it3) 


Cos = ■'* Si., 4^ , . Sin 3 ~ - f c 


Co.s 3,r 


d.r 


1 


1 



Ces dernières fournissent le moyen de remplacer le cosinus d'un arc 
positifs, par le sinus d’un arc variable, proportionnel as, et le sinus 
du premier arc par le cosinus du second. Cette propriété des 
formules (11 3 ) peu( être utile dans la solution de quelques problèmes. 
C’est effectivement à l’aide des formules dont il s’agit que j’étais d’abord, 
parvenu, en 181 5 , à résoudre la question de la propagation des ondes, 
ainsi qu’on peut le voir dans la Note XVTTÏ, placée à la suite du 
Mémoire déjà cité. 

Si, dans l’intégrale (74), on pose x = e~ p , elle prendra la forme 


(ni) / [ e"P cp ( d‘ ) -t- (— i)' 1 (r ,l /’<9 (<r P)]p n dp. 

•"'il 

Par conséquent, les méthodes ci-dessus exposées fourniront la valeur 
de l’intégrale (n4), qui ne diffère pas de la suivante : 


pu e n/> Cp ( <?/') dp. 


Si l’on applique la même transformation aux intégrales (78), (80), 
(81), (82), ( 83 ), (88), (ç> 5 ), ... ; puis que l’on écrive æ au lieu de p , 
on trouvera 


(n 5 ) 


Ç e nx —e~ tu - cr rp utss 

I —■-(1.77 z=: — [ ail£ -: 

e ■ — e— r '7, * ■>. 


( " G) X ^-X(^(o + g -- c ° s(fJ;r)llj ' 

— [e^ +0) -be-^ CT+0 >] Cos/(bt— 0)—[eiu*--0) +e -ii.(ar-0)] CosA(bh-O) 

Sin f) __ a C 0 s ( u Aîtt) h- 0 ' 


(" 


F+ 2 Cos(l + ,-- Sil,( ' u - r)d -'' 


** [e^ r >+°) — e ^ +ll )]SinÀ(CT-hO)— [cm* °> — | Siiw.(ro-i-O) 

Sin 0 crV*™ — •}, Cos ( 'à Zra) -h 


iiiS) 


(" 9 ) 


Ç* <>*•"+ (- W T / , tt 

/ -^--- ->‘ n d.r “ ( — 1 )" • - 

r * c tu ’~ ( — i)« e~" ■■ tn 

/ --- 1 -,r" (!.?• _ 


d" Sec 


ce 57 


d (t n 


d" Tarie: 


b r ‘1 


d(7" 
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l>, , ,., c . b , . d.r 

J 0 2 2 J e-'-—e 


^Si né. 


Arc(Tange - -'") — r Arc(Tangc’ ) 1 _ 

-p ——— (, .r — 7 ( 2 ) ; 


et ainsi du reste. 


On pourrait, au surplus, déduire directement la plupart des équa¬ 
tions précédentes de la formule (4), combinée avec celles qui résultent 
de la méthode indiquée dans le paragraphe I 3 du Mémoire sur les inté¬ 
grales définies , prises entre les limites imaginaires . 

Si l’on pose, dans la formule (6e), x = Tang * p, on trouvera 


(rvO f cp(C/M cl />--= j 9 ( 0 ) ^ ^ \-=^ -!-••• [ ; 

J-.™ ' I h - 1 - /• \/« 1 ) 


ou, ce qui revient au meme, 


e.'t) -- f |'cp(c/m / ') -f- CP (c -/m - ') | (1/; -r rn j cp ( o ) -1- ^ ^ 


L’équation (iee) coïncide avec I’unc des formules générah's que j’ai 
données dans le. XIX' 1 Cahier du Journal de VÉcole Polytechnique . 
De plus, si, dans l’équation (ie 3 ), on fait successivement 


/ -, t'O) , \ f'O) 
ÿ( " )= ~ 

U 


/•désignant une constante positive, et f(«) une fonction qui conserve 
une valeur finie, pour toutes les valeurs de //, réelles ou imaginaires, 
dont le module est inférieur à l’unité ; on trouvera, pour r<f 1 , 

{ P™ t ( ïfj'é f f(r /A~) ) 

11 ’ s -- 1 - ; —’d/J = Tuf(o), 


2 I — /■ C/M 1 [---/• C'/M' 1 


" 1 ( f(e/n' ') >) \ 

... -i-i-1-:-S(ly? = OTt(r); 

2 [1 — /■ e e \ 1 1 — /• c/m 1 


pour r — 1 


"! I ^«">-0 _ h fQ-'-'-O ). 


fVM - - 1 j — (> ' /M ~ 1 


d/z = wf/(o) — -/(O], 


i r m 1 ( f(r /''”') f(c-/o'-T)j 


Y , \ . 


et enfin, pour 7*^> i 





( i — /• eP' ~ 1 

( f(^'~ : ) 

j i — re /m'-'i 


H- 


f (ç--/* ■) 
i — /-e/'v- 1 


r//> = 57 


i — re-i m'~ 


r/y.) = o. 


/f°) 



Lorsque, dans les équations (ia 4 )’, on suppose 7- = o, elles se 
réduisent à 

t««7) f ^ Lf(rVM - 1 ) r(e-t>\'-')\iip=zTB/{o). 


Si, dans celle-ci, on remplace f(æ) par f(ô-j-a?), et les limites o, e 
par — îü, -f- gj, on conclura 

(ri8) j - {(ù-h e/'''ÿ dp = TUf(ù). 


De même, si après avoir différentié n fois, par rapport à la quantité r, 
la seconde des équations (124), on y remplace f(a?) par f (b), 011 en 
tirera, en posant r — o, 

(i'* 9 ) j e ^i-if(fc + C A>v'- 1 )d/>= ™ ^ 

" ■— 777 


Ces diverses formules, que j’ai données dans le Bulletin de la Société 
Philomatique, s’accordent avec d’autres formules du même genre, 
obtenues par MM. Perseval, Libri etPoisson. Il est facile de les étendre 
à des valeurs négatives, ou même, à des valeurs imaginaires des cons¬ 
tantes r et b. Ainsi, par exemple, on reconnaîtra sans peine que les 
équations (124) subsistent pour toutes les valeurs de r, réelles ou ima¬ 
ginaires, dont le module est inférieur à l’unité. La seconde de ces 
équations, présentée sous la forme 


(î3o) 


i(r): 


j_ r-, f(^) ^ 

2 J_ M 1 — re~P^~ l 


offre évidemment le moyen de convertir une fonction donnée de r, 
considérée comme variable, en une intégrale définie, dans laquelle la 



fonction sous le signe se réduise à une fraction dont le numérateur soit 
indépendant de r, et le dénominateur une. fonction linéaire de cette 
variable. 

Si, dans réquation (122), on pose successivement 


i» 


?("-) 


<p(") 


{(a) 


1 

-[ tt. 

2 \ U 


?' désignant une constante positive, et f(w) une fonction qui conserve 
une valeur finie, pour toutes les valeurs de u, réelles ou imaginaires, 
dont le module est inférieur à l'unité; on trouvera 


(i3i) 


1 


^ — î) _)_ “I ) (J/, 


(i3a) f 

J (I 


2 r —Cos/; 

f[r — (1 — r*f \/— 1 ] — f [ /' -t- ( r — r*-f \J— 1 ] __ 
- 7 — -i 

aU-' ,s ) 2 

77 £(en'-~') h- d/; 


/• -h Cos/; 

f[— / . + ( 1 _ r ‘;)^ v /”]_f[-r-(i-r ï ) 7 

— -j-- T& , 

:>.(r — /•-)'- \J— 1 

et pour r^> 1, 

^ f( e /M-1) dp _ f [/• — (r- — Q ~] 

r — Cos/; „ A 70 ’ 

‘ (7-— 1)- 

d,, _ f[- .- + (/••— if] 

K J„ 2 r+Cosp 

Si, dans l’équation (122), on remplace la fonction 

1 - 4 - x \! — t" 


(.33) f' 


CT. 


?(") 


1 — x \! — 1 


cp ( eJ' ' 1 ) 


par l’un des produits 

(_ , r v 'ZTiy' C p(, / ) ) ( T — .r \J— i)"<p(^), + 

1 (— x \J— t) o(k), 1 (r — x \J— 1 ) cp(a), 1 ( 1 4- - \J— i ^ ©(w)î 

o (a) 


l(i — x —i) l(i — x\/~ i) 


®("); 


( //+a v /_i /i-k-kJ-iY ) 

2ST cp(0)+ - —>■=. -;--h. , 


h —H /*' y/ — i i 


v — 1 /' 


(i3G) 


03 7 ) 


038) 


L 


/ ç* • f * 

Los — - \J — t Sin — 

O V ‘ 


ap 


Cos 


P 


(p( e /M- l) 


2" +1 or | o (o) H- - // - + - A ^ -J- (i —i— // + h \j~ i )-«-h . . . 


// -1- h \! — i 


y ^i-Y-iCot/j 90"‘'~ ')dp 

= 2 a+ '*y{cp(o) + — ±~ — Vçç 1 (!_/,_/• y/ZHT)-» ■+■... j: 
( A + /.-V—I )' 

y y~ y/-I Tanguy (e/''“)d/> 

( h +/■ y/— i \ i -f- //. H- Â‘ ^/— i J. j 


(« 3 9 ) 


( i 4 o ) 


0-10 


I Cos^ + -/> \J— i o(V/ J ' /-1 ) d/; 



-I-.. 


y y i+ \j —i Cot a>pp(\p 

„ f / v i / • \ // -4- K d — i | / i — A — k d 

— 2 ST • © ( O ) 1 - H- 1—— I -L 


2 / h h\j 


L 


+ rj 1 COS — — ~ d — I 
2 2 V 


( 1Cos f)" + ({ 


o ( <?/’ ' ~ ‘) d/> 


( 9 ( 0 ) // + A v '-i 1 

' —2GJ —0(0 H-- - - 

1 ( 2 ) ' ' // H- /.' — 1 1(2) —l(i + // -|- l'\J — r) 


O.TS 


( 9 (°) 11 + K \'~ 1 

(*(«) h + i ls n~i 


X 


i — h — /,■ ^ '— i \ « 


i + /H- A' y/ — i / 1 (:>.) — 1 (i + // + k \ f — r) +••• j’ 

cl ainsi du reste. 

Par suite, si l’on prend pour o(z/) une fonction réelle de u qui 
vérifie la condition 


0 13 ) 

on trouvera 

044 ) 


V(") 


jf B <p(e^-- 1 ) + q>(e-/M , -‘) cl/? 


7 i ( H -+- A" y/— i ( \ — h — k V / - i Y' 

--{cp (<>)■+ - ' 


Cos 


h -\- k \ — i \ i -i- h + k \j — i 


045 ) J 


I ( liP - H cp ( <? ”/ J ' / “ 1 ) 


Cos 






— { cp(o) -|- 


II 


Cos-P 

= (i + //-+- /.- v 7 --1)'"-1- 


010) 


( 1 -1 7 ) 


1 


% , —, , Cos-(ra—/;) 

cp ( e.P 1 " ’) + cp ( eP ' ~ 1 ) 2 


Sin 


P 


V~ i] P 


If H- A y 7 - i 


2 f, Tsl © ( 0 ) -+- —— 1 -'— r : ( r — Il — k \J — I ) (l 

h + k \/— I 


r + , Tan K (^ «l/> 

•'a ' ' 

— rr .( 11 + A 1 / 1- k — k\J—i \ |. 

( // -h k \l — i \i + h H- /» v 7 — 1 / ) 


C 1/(8) 


i: 


( x 4 <>) 


Cp(c j /M-l) + o( C -/M-l) j, 

---—-—1 Los - dp 

2 2 

i t \ i / 1 \ , If ^ 1 i / i H- // H- A’ v - 

( ' W A -H /• V'"— r 1 

9 ( 6 V m—) +( p( c ^L~) j gj n p dp 

■ ®>| ?(.,) i ( -L- " • -1 i' - h ~ k v~ 


fl “h 


( I .jo ) 


S. 


,(>1-1)4- o(r-/' 1 - *) 


i \ | cp(cp //+ A\ - 1 

: CT O(l)— tEf 77— M-*- 




1 Los 


I Cos 


dj, 


j 1 ( 2 ) h-\~k\j— 1 K 2 ) — 1 (1 -\-h H- /*' \/—1) j 


l 


et ainsi du reste. 

Si, au contraire, on prend pour o(u) une fonction rationnelle qui 
vérifie la condition 

/ 1 


(101) 

on trouvera 
(1 


Cp ( « ) — — O 


:, a) r 'V TangL" 

2 V — 1 ' ,J ‘ t 


dp 


11+KsJ-i /1 — _ A v /_ 1 \" ) 

. + --H=- (-:-r*7= ) +•••,; 


S 111 


(i:; 3 ) 


Ju ■>. \1 

— 2 "m [ 9(0 


h -i- k f — 1 \H- /j -|- k \j— 1 

c- (, l‘ 

San -- 


./> 


Los 

\ j 


- dp 

a ’ 


fl + A y/- 1 


II —1™ f\ y/— I 


( 1 -h h -h /* v 7 — 1 )*"+ * * • , ; 


(■s'i) f 


<p(V M -1 ) — cp(e~/ M ■•') 
2 y —7 


r\ Sin ^r(®-/ ? ) 


Sin ~ 


vTT-^ 


2"HT •' Cf) ( 0 ) 


ff-\-h\j — I 
h 4- /• y/ — 1 


( 1 — fi — /.• y/— ; 


(i55) f 

n 


Cp(e/'V-|) _ o ( t; P V “ I ) 


V-i 


P d /> 


a® ■ ©(«>) 1 - + 


M , //+ A \f— v i\ 


h + k v 




+ 



** O (r/M -- !) _ ç,(r /M : -*l ) 
■>. y~ 


P 


\\ P d P 

-i- ( 1 Cos^’ ) 


' ÏÏT 


V ( 1 ) 


0(11) // -h A \ - i i 

* 1 1 h H- k \ - i 1 (■<)-- 1 ( i -l- h + k i ) 


et ainsi du reste. 

Il serait facile d’apercevoir les modifications <[uc^ doivent présenter, 
dans les seconds membres de ces diverses équations, les termes corres¬ 
pondant à des racines égales de —-— = <>. 

1 ° O ( U ) 

Lorsque la fonction ?(ii) est rationnelle, les valeurs de ["expression 

imaginaire h-\-k\j —i, c’est-à-dire les racines de l’équation ■— l — ==o, 

sont en nombre Uni; et [>ar conséquenl les valeurs intégrales que con¬ 
tiennent les diverses formules ci-dessus établies, se composent d’un 
nombre limité de termes. On ne doit pas oublier que, dans ces for¬ 
mules comme dans réquation (ium), on doit seulement tenir compte 

des racines de l’équation = o dont le module est inférieur à 

l’unité, et réduire à moitié tous les termes correspondant aux racines 
dont le. module est précisément égal à i. 

Il est encore essentiel d’observer i" que les formules trouvées 
cessent d’étre applicables, toutes les fois que les intégrales qu’elles 
renferment deviennent infinies ; o.° que de ces formules on en peut 
déduire un grand nombre d’autres, par des différentiations ou des 
intégrations relatives à la quantité a ; 3 ° enfin, que cette constante a, 
dans les équations qui la renferment, peut recevoir des valeurs réelles 
ou des valeurs imaginaires. 
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Si maintenant on attribue aux fonctions f(cr), <p(;r), ou bien a 
constantes a, .. . des valeurs particulières, on déduira immédia 1 
ment des formules ci-dessus établies les valeurs d'un grand noml 
d’intégrales définies, dont plusieurs étaient déjà connues. Je me co 
tenterai de citer ici quelques-uns des résultats les plus simples. 


O r >7) 

(v58) 


(^y) 


(160) 


(Un) 


O fia) 


(i63) 


~-t rr, 

j 6 

—777 


c 


-i -I hrP V 


dp = 2 w -5-; 

J 1.2. 6 . . . a 


TüU S / {) dp 


Gos 


(l 71 


TTJ Cos 




l 77zk’ ij,!= J. 


..n Gos - (w - - p) 


" ( Gos f 


Sin • 


cl j> i a m ; 


j 1 Cos - dp Ç 1 Sin ^ dp — gt 1 ( ~ \ ; 

J a 2 «-Ai 2 V'V 

f** /?Sin/? j f B i + Go S/ ; j ,, , 

J„ ,-CoV d/ ' = J u -Sî^-/'^ = ;!5,i(2)i 


.[ 


ICOH 




f) + ( ICos '£) 


S {] P — 


I 


/ 

v n 


— Tang — 

r iCos^-V d/>=1 ( a ) 


On trouvera de même, pour r 1 


(164 ) 


\s. 


CT 


Sin/? 


„ r ~ Oos/ 
G* 7 Sin/? 


/> d/? —- 1 - CT ] (2 -|- 2 7’), 



^ JJ 


(i65) 


Smp 


r — Cos p 


p dj) = -+■ nj 1 (2 /* ■+■ 2) — nj l(/‘ + \/r- — 1). 


—pdp = — Gjl(2r— 2) + 5rl(/-+ C/- 2 —i). 
u r+Cosp 


On trouvera encore pour r- 1, 

f --- ■ C0 - / -—- ^Tang — ) dp = - 

J a i-a/-Cos^ + /-V V aC 


(iG(ô) 


1 + /• 


f-^-- {'ïâivj;—'\" dp 

J 1 — 2 /• Cosyv + /- \ - a J 


Sin 


(167) 


(168) 


(169) 


(170) 


/• Cos/; 


Cos 


ap 


1 — 2/-Cos/;-+-/•- / ( :os P 


- dy; = 2"~' ïïj| 1 + ( 1 -f- /')" ], 


r Sin p 


Si„^ 


'-'"'Cov + s (W- 


- cly; ^ 2"- 1 cj[i — (1 -t- /•)-"!; 


r ™ x-rCcnn Oos-(W-/0 

/ -^-—-7 -w;-;- dp — 2"-' Gj| H- (J — /•)' 

J o i — 2 /• Cos y; -+- ^ '* N " y 


Sin — 
2 


J,.' 


r Sin p 


Sin — (ccj — p) 


1 — 2 r Cos p + r- 


Sin 


dp — 2 u 1 rcr[i — (1 — /')“ 


— l - — ^ 9 --. E —. 1 Tang- dy? = -1 ( ~ 
1 — 2rCosy? + /’ 2 b 2 1 2 \H 


7 i, /i — r 
r 


rCosp ir nB P_Ar,-^fl±± 


— 1 CosC dp — -1 

-.2 o ■ L O 


r_i^ 

J 1 — 2 r Cos p H- r 

f - r p--- -—,/>d/> = 7 iyl(n-/’); 

j o 1 — 2rCosy?-|-r 2 

f" _ L -rCo !£ _ , Sin; l d = ; , OçO 

t y 1—2 /• Gosy? H- 2 2 \ 4 / 


('7') 


J _ ni /-n 1 Gos — p 

C i —rGos/> 2 1 

B '-arCos/PH-/^ /M 4 / 1Cos £' t/; 

V 2 / V '2 


(172) 


1 — ;• 2 


1(2) h 1(2) — l(H-r)J’ 


Ç 777 rSin p 

J u J — 2 r Cos/; + /•- 




^y+ncos^ 


, d/> 


îtT 


[1(2) i(>.0 — 1(H- / )J J 


et ainsi du reste. 

On trouvera, au contraire, pour 7*-]>i 

Ç™ 1 — rCos/) 

J 0 I “ 2/'C(>S/> + Z 1 - V‘““ b 2. 

(‘ 7 3 ) 


- ( Tan g-— ) d/j 


2 Cos 


/• + 1 


n- ^ TC 
2 Sin — 
2 


( 174 ) 


f ' -^-. ( Tung£ )" d/) = —Ü 

J 0 1 — 2 CoS/2 + /- \ b 2 J 1 n ^ 

/.iîi Z- Cos (w —y) 

C 1 — rCos/; ^ 

7 

X 


XX 


(i 7 5) 


f.-. 


1 — 2 ;• Cos/) H- /’ 2 

(CnCf 

/• Sin /? 

Sin ( l(r 3 —p) 

1 — 2 r Cos p H- /•- 

( Sil ‘f)“ 

1 — r Cos/) 

Cos"'(©—y») 

1 — 2 /• Cos/) + r- 

K)“ 

r Sin j) 

Sin ~ (üt /)) 


r H-1\~" 


( 176 ) 


; /■ Cos/» -H /■* ^ SJn ^\ 
i — /• Cos/) 


~ d/^ ^ 2"- ' HT 


7T .. / /' 4- I 


y - rr , :T —. 1 Tang — d/; = -1 ( -—CT ) • 

J 1 — 2rCos/»H~ r- ° 2 J 2 \r~1J 1 
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'r -\-i' 


077 ) 


(178) 


-I 

2 v r 


J ü 1 — 21 ' GoSjO H- /•'- 2 r 

f m r-Sinj) 

J, ~2rCosp+r‘ l' d l J ^ m> 

r^ J~Cos P p d ; / r 

1 2 /' Lins 7> -J— I’- O J O \ J. 


Gos p 4-7' 

f ,ü7 x — r Cos p 
J.. 1 — 2 Gos p r- (p 


2 "• 2 \y — j 

1 Gosjy 


1 Gos 


P 


■ 2 (I y ; * 


1 — /• 2 


( [ 79 ) 


1<2) 1(2) —lf n- i 


r Sia p 


:P 


,-*,-Cosp + r -- (>Y H A Cos /' 

\ 2 ) \ 2 


: (, A 


i H- /• 


1 ( 2 ) 


(il ainsi du reste. 

Si l’on développe, suivant les puissances ascendantes de /•, les deux 
membres de chacune des équations ( 166), (167), (1^2), on 

obtiendra de nouvelles formules, que l’on pourrait déduire directe¬ 
ment de l’équation (122), étendue où au cas l’équation = o a des 

racines égales. O11 trouvera de cette manière, n désignant un nombre 
entier quelconque, 

j Gos np ^Tang^- ^ (,!/> 

73 u(u — 1 ) . . . (a — n 4- 1 ) 


(-‘É 


2 Gos 


1.2. 3 . .. n 


(180) 


X 


I -f- 


a ( a -I- 1 ) 


1 a — n H- 1 1 2 ( a — n H- 1 ) ( a — « H- 2 ) 


^ Sin/i^Tang^ d/> 


38G 


(. i S i ; 

L;i 

— a, 

(182) 

(«83) 


Si, 
et æ = 
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(187) 



, ap -, bp , 

Los — Los — d/; zzr — 
2 2 2 "‘ 


Sin^Sin^dy>=: - 

2 2 7 2 


//-h 



Les deux dernières formules peuvent être 
vante 


(‘89) 


(Cos p)" Cos bp dp 


y„ 


0/1 


r 


_r 

( 1 —j— b 


que Tou déduit également des équations ( 1 83 ) 
où la demi-somme équivaut à un nombre 

La formule (189), dans laquelle les constan 
voir des valeurs réelles ou des valeurs imagi 
toutes les fois que l'intégrale contenue dans le ] 


RAPPORT 


SUR UN MÉMOIRE DE M. 


RELATIF 


AUX DROP KJ ÉTÉS DES CENTRES DE MOI 


Annales de Mathématiques, t. XVI, p. 


Le secrétaire perpétuel de l’Académie, po 
tiques, certifie que ce qui suit est extrait du 
du lundi »3 janvier 1826. 

L’Académie nous a chargé, MM. Legendr 
rendre compte d’un Mémoire de M. Pom 


CENTRES DE MOYENNES HARft 


ne pourra être vérifiée qu’autant que le point 
avec le milieu de la droite AB, mais avec un aut 
droite, et qui se déplacera en même temps que 
déterminé comme on vient de le dire, est le cent 
niques des points A et B, relativement au point ’ 
Si plusieurs points consécutifs A, B, C, D, E, 
quelconque d’entre eux coïncide avec le centre 
niques des deux points les plus voisins, cesdiff 
une échelle harmonique; et il est facile de proi 
une semblable échelle, il suffit de mettre en j 
de parties égales. Plusieurs des conséquences q 
sion harmonique d’une droite avaient déjà été 
géomètres, entre lesquels on doit distinguer ï 
ajoute de nouvelles propositions à celles qui éta 
remarquables sont celles auquelles il est coiu 
définition du centre des moyennes harmoniqu 
fier la démonstration et les rendre plus faciles 
aux définitions qu’il présente, celles que nous ; 

Si l’on suppose que chaque élément d’une cl 
gène, et prolongée de part et d’autre à l’infin 
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l’on considère et A, A', A", ..., plusieurs po 
un seul et même plan. Si Ton suppose différer 
concentrées sur les points A, A', A", ... ; ce 
le centre de leurs moyennes harmoniques, par r 
sera autre chose que le centre des forces parai 
masses m, m!, m", ..., dans des direction 
droite. 

Concevons maintenant que les masses ; 
concentrées sur les points A, A', A", .. sit 
conque dans l’espace. Ce que M. Poncele 
moyennes harmoniques des points A, A', A" 
plan donné DEF, ne sera autre chose que lec< 
qui solliciteront ces differents points, dans d( 
laires au plan, si l’on admet encore que chaqi 
ment proportionnelle à la distance au plan, c 
l’attraction entre deux points réciproquement 
de l’intervalle qui les sépare (*). En partant 


dos v, sera donc 


A d.r b 

b”- + x- X v /is-|_, r s 


A b cL 


3 J 


d 


(/;*-!- .r-)- 


A 


x 
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cèdent, on établit sans peine les diverses prop 
moyennes harmoniques. 

Ainsi, par exemple, concevons que, les point 
situés dans un même plan avec la droite DE, on 
D des points de cette droite avec les points A, 
parallèle de à DE coupe les droites DA, DA', D 
a', a", .... Si, après avoir pris la droite DE pou 
par A la distance entre les droites DE et de, pui: 
ordonnées des points A, A', A", ..., et si l’on 
des forces parallèles 

p ■ =z 1 Hl p’ — J — p u _— 


la force P — — pourra être remplacée par deux c 
l’une égale à -j-, appliquée au point a , et l’autrt 


l’action totale exercée par cette droite, laquelle s’exercera u 
en faisant x = a, et doublant le résultat, ce qui donnera 


A ( ab 
b - { n % h- b- 


-+- Arc 





b) 
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Donc, le système des forces P, P', P", .. ., 

des forces ji-n* W"’ a PP llc l ul3es anx P oin 

résultante des forces appliquées aux poin 
joindra le point D avec le centre de gravité 0 
concentrées sur les points a, a', a", . . ., ] 
forces parallèles P, P', P", . .ou, ce qui 
centre des moyennes harmoniques des mass< 
(rées sur les points A, A', A", .... Cette f 

subsister si les points A, A', A".chai 

droites DA, DA', DA", .... Or, on peut im 
changement de position, ils sc rangent sur 
qui soit parallèle à DE, ou qui viennent rc 
donné E; et comme, dans ce dernier cas, le < 
moniques des points A, A', A", ..., restera 
toutes les droites qui passeront par le point 
centre des moyennes harmoniques des point; 
point E. Les remarques précédentes fourni: 
priétés du centre des moyennes harmoniques 
dans un plan. 


RE MOYENNES (TARAI O NI O 


quée au point d'intersection de la droite A a a’ 
le système des forces P, P', P", .. pourra 

„ m m' m" ,. . , 

torees -r-> -p-i •••> appliquées aux points a 

résultante des forces appliquées à différents po 
Donc le plan qui renfermera la droite DE ei 
des masses m, m', m", .. ., concentrées sur lt 
passera par le centre des forces parallèles P, 
revient au même, par le centre des moyennes h 
m, ni', m", . . ., concentrées sur les points A, £ 
sition continuera de subsister, si les points A,. 
position dans les plans DEA, DEA', DEA", .. . 
que, par suite du changement de position, 1 
soient ramenés dans un nouveau plan qui soit 
coupe DEF suivant une droite donnée IvL, et 
dernier cas, le centre des moyennes harmoni 
A", .. ., relatif au plan DEF, sera aussi le centr 
niques relatif à la droite KL. Observons d’aillei 
les points A, A', A",, situés sur les droites AD, 
des points A, A', A", . .. au point D, les compi 
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moyennes harmoniques, il serait facile de déi 
ce même centre. En effet, supposons les mas 
pectivement concentrées sur des points i 
(x J ", y"'. z'"), ..., et cherchons les coordonne 
moyennes harmoniques de ces masses, par ra 
En faisant pour abréger, 


et désignant par P la résultante des forces P', 


/> — p" i pu i pm i — PI _|_ PI _ i_ P 

JL ——JL [ „/ [ JL I • • * — — — J 1 JJ ! 


et, comme on aura de plus, en vertu des forr 
des forces parallèles, 


Ar = 2(^)=2 

P.r =%('>'/)=% 


/»,=y l( /-=')=y 


on en conclura 
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p désignant la densité de la molécule située en 
étant le centre des moyennes harmoniques dem 
idées, on cherche le centre des moyennes harr 
homogène décrite avec le rayon r, et dont le cer 
des -, à la distance h du plan des xy , on reconn 
lui-même situé sur Taxe des z à une distance Z 
de Z étant 

(G) Z='\. --- - - 

' ' / fi _1_ 

2 fir ( /*- — h -) 1 ( -- 

Si la valeur de h est. très grande, par rappor 
précédente de Z, ou 

y _ 4 >’ :l 

3 fri r‘ 

h_ »(,-*_ /,*) ^_ _h _ _- 

deviendra sensiblement égale à h; et par coi 
moyennes harmoniques se confondra sensiblem 

sphère, comme on devait s’y attendre. 

Soient maintenant c', e", v'", .. ., les coordon 
A'", ... relatives à un plan quelconque, perp 
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mules (2), et celles que M. Poncelet a établie 
des moyennes harmoniques de plusieurs poim 
Le Mémoire de M. Poncelet est précédé d’e 
qui offre une sorte de résumé de ses recherc 
d’une Note sur les moyens d’exprimer que qu 
respectivement à quatre droites qui converge 
sont compris dans un seul et même plan. Dans 
l’auteur insiste de nouveau sur la nécessité < 
ce qu’il appelle le principe de continuité. No 
principe, dans un rapport fait, il y a plusici 
Mémoire de M, Poncelet (*), et nous avons i 
n’était, à proprement parler, qu’une forte i 
être indistinctement appliquée à toutes sort 
métrie, ni même en analyse. Les raisons qi 
pour fonder notre opinion, ne sont pas détrui 
que l’auteur a développées dans son traité de 
Quoi qu’il en soit, nous pensons que le Méi 
les centres de moyennes harmoniques fournit 
la sagacité de son auteur, dans la recherche d 
et qu’il mérite, sous ce rapport, l'approbation 


MÉMOIRES 


EXTRAITS DK LA 


CORRESPONDANCE SUR L’ÉCOLE P 




DU CERCLE TANC 

A 

TROIS CERCLES DOl' 


Correspondance sur l’École Polytechnique ,Tome I, 


J’ai donné (n° 2, de celte Correspondance ) un< 
de ce problème : trouver le centre et le rayon d'i* 
cercles donnés . M. Cauchy m’a communiqué un 
problème, qui m’a paru remarquable par sa sim 

Supposez que l’on augmente ou diminue le r< 
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de tangence on mène des sécantes CD, BE, ces 
parties proportionnelles ; les triangles ABC, AL 
côtés BC , DE par allèles. 



Soient J, OB, O'C ( fig . 9 ) le point et les c( 
le problème résolu, el soit ABC le cercle elle 


A 


rcles OB, O'C, vous aurez 


l’angle AEI1 = BDE = BCA , 
l’angle AGI — CFG = CB A ; 


où il suit que les triangles AGI, AEH sont semblab 
3C, et que leurs côtés 67, EH sont parallèles. En ne 
agentes menées par le point A aux cercles OB, O'C, v 


uù l’on conclut 


/'- = ACxAG = ABxAI, 
r- =AB x AE, 

r- _ AJ 
t~ ./J lh 


nsi les conditions d’après lesquelles on doit détermu 
G sont que les tangentes menées par ces points aux 
ient parallèles, et que Al soit à AE dans le rapport co 
Si l’on prend, à partir du point A sur la ligne ^40, u 
û soit à AO dans le rapport de t' 2 à F, puis que 1 
>int R comme centre, et d’un rayon RI qui soit à DI 
pport, le cercle Im, ce cercle devra être tangent à I( 
r, il suffira donc de mener une tangente commune ai 
I, O'C. Si l’on joint ^177, AE, les intersections de ces 
.rcles OB, O'C donneront leurs points de tangence 
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Correspondance sur PÉcole Polytechnique , Ton 


Euler a déterminé le premier, dans les M 
année 1758 , la relation qui existe entre 1 
éléments qui constituent un polyèdre quelc 
théorème qui exprime cette relation n'est q 
autre théorème plus général, dont voici l'éno 

Théorème. — Si Von décompose un polyèdn 
voudra, en prenant à volonté dans l'intérieur c 
Von représente par P le nombre des nouveauc 


SUR LES POLYÈDRES. 


les formées par les intersections des plans diagonaux, s 
it avec les anciennes faces, le nombre des faces tant: 
uvelles sera H-+- m-, et le nombre des triangles dans le 
;e se trouve partagée étant égal au nombre des diago 
r cette face, augmenté de l'unité, le nombre total des 
rment les faces des pyramides sera égal au nombre t< 
les augmenté du nombre total des faces, ou à 

// —f- 171 —(— II. 

i nombre des pyramides sera égal à celui des polyè 
imbre des plans diagonaux, ou à 

T* —]— TI 2. 

i nombre des arêtes des pyramides sera égal à celui 
êtes, plus au nombre total des diagonales, ou à 

A n. 

nfîn, le nombre des sommets des pyramides sera toujo 

O. 


Supposons maintenant que l’on enlève successiveme 
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suit de là qu’au moment où l’on aura détrui 
l’exception d’une seule, 

— le nombre des sommets détruits sera 

— celui des pyramides détruites, x 

— celui des triangles détruits, x 

— celui des arêtes détruites, 

Le nombre des sommets restants pourra d 
S-p'" 

celui des pyramides restantes, par 

JP —1— T) l —j~ 71 — Ç J) —|— J) ! —J— J) ^ 

celui des triangles restants, par 

H TU -j— Il — (y? 7 -j— 2p ,f —J— 3 p' >f ) 

celui des arêtes restantes, par 

A H- n — (p" 3 p m ) 

Si l'on ajoute la première équation à la troisiè 

S —{— H -H - * Tïl H" Tl — —f— P —f— 1 
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Corollaire II. — Si l’on considère une figui 
plusieurs polygones renfermés dans un contour 
dans la formule générale P — o, et Ton aura aloi 

*S —j~ Il mn A —f~ I, 

d’où l'on conclut que la somme faite du nombi 
nombre des sommets surpasse d’une unité le n 
forment les côtés de ces mêmes polygones. 

Nota. — Dans un Mémoire sur les Polyèdres, 
Journal de l'Ecole Polytechnique, M. Poinsot a d< 
quatre nouveaux polyèdres réguliers, à angles 
M. Cauchy a lu à l’Institut un Mémoire dans 1 
nouveaux polyèdres comme résultants du prolo 
polyèdres réguliers à angles saillants, et il démo 
se réduit nécessairement à quatre; proposition 
présentée comme difficile à approfondir. 


DES POLYGONES ET DES I 


Correspondance sur l’École Polytechnique , Ton 




M. Cauchy, ancien élève de l'École Polyl 
Ponts et Chaussées, a présenté à l'Institut, 
vier 1812, deux beaux Mémoires sur les po 
ils seront imprimés dans le XVI 0 Cahier du 
technique de cette année. On connaîtra l’obj 
par les rapports suivants que la Classe de l’In 


Rapport sur un Mémoire de M. Cauchy, co> 


des polyèdres de première espèce. 


Il suit de là que, comme il n’y a que cinq 
réguliers de première espèce, on ne doit chercl 
ordres, des polyèdres réguliers d’espèce supériei 
les polyèdres réguliers, de quelque espèce qu’il 
des tétraèdres, des hexaèdres, des octaèdres, d( 
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du nombre des sommets et de celui des faces s 
somme faite du nombre des arêtes et de celui de. 

Le théorème d’Euler n’est qu’un cas parti 
lequel on suppose qu’on ne considère qu’un s 

M. Caucliy, en décomposant le polyèdre, 
général un second théorème relatif à la géomé 
une des faces du polyèdre pour base, et si 1 
face tous les autres sommets sans changer leur 
figure plane composée de plusieurs polygo 
contour donné. Dons ce cas, la somme faite d 
et de celui des sommets surpasse d’une unit 
qui forment les côtés de ces polygones. M. Cam 
à ce résultat, en égalant à zéro, dans son théor 
qui représente le nombre des polyèdres. Ce se 
la géométrie plane, l’équivalent du premier 
polyèdres. 

Les démonstrations sur lesquelles M. Caue 
sont rigoureuses et exposées d’une manière 
saires pensent que ces considérations sur les p 
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ses recherches sur les polyèdres, dans la vue de déi 
intéressant que supposent les définitions 0 et 10 d 
et qui n’est pas encore démontré. 

Ce théorème dont j’ai parlé fort au long d; 
géométrie, et auquel j’ai ajouté la restriction néc< 
fût pas sujet à l’objection faite par Robert Simson 
Eléments d’Euclide, peut s’énoncer de la manière 

Deux polyèdres convexes sont égaux lorsqu'ils 
même nombre de polygones égaux chacun à cha 
eux de la même manière. 

Le sens de ce théorème est qu’un polyèdre co 
est impossible de faire varier les inclinaisons mi 
le terminent, de manière à produire un secor 
compris sous les mêmes faces et disposé de la mê 
bien former un second polyèdre symétrique au p 
égal dans toutes ses parties constituantes, mai: 
disposées dans un ordre inverse autour de cliaqu 
deux solides ne pourraient être superposés. Ainsi 
exception à la proposition générale. 
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En donnant une idée de la difficulté de la < 
proposée à M. Cauchy, nous mettons la Class 
mérite de la solution qu'il en a donnée dan 
avons à rendre compte. 

Ce Mémoire est divisé en deux parties : h 
théorèmes sur les polygones convexes rectil 
seconde en contient cinq sur les angles ! 
convexes. Mais ce dernier est l'objet princ: 
autres ne doivent être considérés que comme 
à la démonstration de celui-ci. 

Dans la première partie, l’auteur consi 
peuvent avoir lieu dans les angles d’un poly 
ou sphérique, dont les côtés demeurent c< 
n’avait que trois côtés, il ne pourrait y avoir ; 
angles. Ainsi on suppose constamment que 
quatre côtés ; alors on voit que sans cesser d’ 
conservant les mêmes côtés, prendre une i 
rentes. J’avais donné deux propositions sur c 
édition de ma Géométrie, M. Cauchy a porté j 


De là M. Cauchy passe aux théorèmes 11 ,12 et 
convexes. Le théorème il n’est autre chose que 
connu par la notation S + H = A -h 2. Le théorèi 
sion fort remarquable du théorème d’Euler au ca 
d’être planes, seraient considérées simplement 
terminés par plusieurs droites non situées dan: 
effet, si chacun de ces espaces compte pour ur 
temps les angles solides continuent d’être conv 
changement à faire à la démonstration du théorèi 
je l’ai donnée dans ma Géométrie, et l’on parviei 
tion S "1" H “ A —[— 2. 

Pour venir enfin à la démonstration du théorèi 
principal de ce Mémoire, l’auteur suppose d’abori 
la fois les inclinaisons sur toutes les arêtes. ( 
pourrait avoir lieu à l’égard des angles solides I 
riables; mais dans tout polyèdre donné on peut: 
solides triples, et le théorème ne sera à dém< 
polyèdres dont tous les angles solides sont comp< 
plans ou plus. 

Supposant donc avec l’auteur que les inclini 
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les côtés de chacune des faces et qu’on esti 
grand nombre possible, on trouve que dans i 
variations ne peut être plus grand que 2; qu< 
dans un pentagone il ne peut surpasser 4 ; c 
dans un heptagone il ne peut surpasser 6, et ; 
surface du polyèdre est composée de a trian 
de c pentagones, etc., le nombre total des \ 
plus grand que 2« -+-46 -|- 4c + Gd + + ■ 

Mais il est facile de voir, au moyen de Té 
que la quantité précédente est moindre, ou toi 
Donc on aurait à la fois N 4 S et .Y 4*5 — 8; 

conclurons qu’il est impossible que les in< 
varient toutes à la fois dans le polyèdre donm 
Supposons maintenant que les inclinaisoi 
arêtes demeurent constantes, tandis que l 
supprime toutes les arêtes où l'inclinaison ne 
en même temps des parties de la surface du 
seront sujettes à aucune variation, et on au 
dont toutes les faces ne seront point planes, 
cas du théorème 12, et nui, par consécn 
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Nous voulions ne donner qu’une idée de 1 
M. Cauchy, et nous avons rapporté cette démonst 
entière. Nous avons ainsi fourni une preuve 
sagacité avec laquelle ce jeune géomètre est pai 
difficulté qui avait arrêté des maîtres de l’art, et 
de résoudre pour le perfectionnement de la théo 
pensons, en conséquence, que ce Mémoire mérite 
la Classe et imprimé dans le Recueil des Savants t 

Signé Biot, Carnot, Le 


La Classe approuve le rapport et en adopte les < 




RAPPORT DE M. LE GE 
SUR UN MÉMOIRE DE A. L 
INTITULÉ : 

DÉMONSTRATION GÉNÉRALE DU THÉi 
SUR LES NOMRRES POLT 


Correspondance sur l'École Polytechnique , Tom 


Quoique la théorie des nombres ait fait de 
derniers temps, et qu’elle soit beaucoup j 
quelle ne l’était du temps de Fermât; cepenc 
les nombres polygones, dû à ce savant célèbre 
que dans ses deux premières parties, qui so 


nombres, et n’a été démontré que longtemps apr 
est tout à fait indépendant de cette théorie. 

Quoi qu’il en soit, il était à désirer pour l’int 
pour la satisfaction des géomètres, que le théorè 
polygones fût enfin démontré dans toute sa généi 
que s’est proposé M. Cauchy, dans le Mémoire dor 
compte, 

M. Cauchy suppose les deux premiers cas démo 
plus, ce qui est un résultat général de la théorie 
des nombres, qu’on peut toujours décomposer 
nombre proposé qui n’est pas de la forme + 
8n+ n par une puissance de 4 : il établit ensuite 
ment nouveau. 

Il remarque d’abord qu’ôtant donné un nombre 
carrés dont les racines font une somme égale à . 
nombre peut toujours être représenté pour qua 
est .y 2 . 

De là il conclut qu’étant donnés deux nomb 
espèce, c’est-à-dire tous deux pairs ou tous deux i 
pris entre les limites <Jl\k et k — 2) — 1 ; si e 
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toutes les racines sont prises positivement p 
Si l'on se permettait de prendre arbitrairen 
dont les carrés composent la valeur du nomh 
ces racines pourrait être fort inférieure à la 
posées, ce qui augmenterait le nombre des 
l’application que l’auteur a eu en vue, une c 
n’admettre dans la somme s que les rac 
attendu que l’expression générale des nombr 
des carrés, indique deux séries différentes, : 
de chaque terme positif ou négatif. Ces deu? 
tiquement sont coordonnées entre elles, de 
que le prolongement de l’autre, et que les 
qu’un même système qui s’étend à l’infini, t; 
positifs, que dans le sens des indices négatif: 
de Fermât est restreint aux nombres pob 
positif, et l’on ne doit faire entrer aucune 
série qui a lieu dans le sens négatif. 

Pour donner maintenant une idée de la i 
dans la démonstration du théorème de Ferr 
sion générale d’un nombre quelconque P qi 
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prend Ak B s -f- r, r étant un nombre positif 
passer n — 4; alors k ne doit plus contenir que c 
minés, et s représente toujours la somme de 
positivement. 

Cela posé, si l’on prend pour k un nombre im 
qu’il y ait au moins deux nombres impairs corn 
qui conviennent au nombre s, ce qui suppose s 
pas <121 ; M. Cauchy fait voir que la formuh 
sentera tous les nombres entiers compris entre la 
grande valeur dont cette formule est susceptibh 
de a 1 ; d’où il suit que Lous ces nombres peuven 
n polygones dont n — 4 seront égaux à zéro ou à 

La même formule, en augmentant k de dem 
dans les limites qui conviennent à cette nouvelle 
la même conclusion, c’est-à-dire, qu’on aura i 
nombres entiers plus grands que ceux de la prt 
seront également décomposables en n polygones 

On prouve d’ailleurs que ces deux suites ne lai 
entre elles, mais plutôt, que la fin de l’une se 
mencement de l’autre, de sorte qu’étant réunie: 
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bientôt conduit à la conclusion générale, 
entier peut être représenté par la formule A 
tions prescrites, et qu’ainsi tout nombre en 
en n polygones de l’ordre n, dont n — .{ sont 

La supposition qu’avait faite M. Cauchy p 
du problème, se trouve ainsi justifiée par 1 
parvient. Non seulement donc il démontre le 
toute sa généralité, pour tous les polygones ; 
substitue au théorème de Fermât un théorèir 
plus intéressant, puisqu’il prouve que sur 
qui entrent dans la composition d’un nombi 
en a toujours n — 4 égaux à zéro ou à l’unité 

Il résulte en même temps de l’analyse de 
position effective d’un nombre donné en n p< 
toujours s’opérer a priori, en supposant seul 
poser en trois carrés les nombres qui sc 
décomposition. 

Nous concluons de ce qui précède que 1 
offre une nouvelle preuve du talent et de 1 
montrés dans d’autres recherches égalem< 
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